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 انًقذيح

ٖٓ أْٛ كشٝع – ثشو٤ٜب اُؼبد٣خ ٝ اُغضئ٤خ – رؼزجش أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ 

, اُلِي , اُل٤ض٣بء – اُش٣بػ٤بد اُزطج٤و٤خ ٝ لا ؿ٠٘ ٌُبكخ اُؼِّٞ اُزطج٤و٤خ 

رؼجش أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ػٖ ٗظبّ ؽش٢ً ٓضَ . ػٜ٘ب – ... , الأؽ٤بء , ا٤ٔ٤ٌُبء 

اٗزشبس اُؾشاسح  ٝ ٗٔٞ , اٗزوبٍ أُٞعخ , أُوزٝكبد , ؽشًخ اٌُٞاًت 

ؽ٤ش رؾٌْ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ عِٞى الأٗظٔخ اُؾش٤ًخ ٝ . أُغزٔؼبد اُغٌب٤ٗخ 

ٖٓ خلاٍ ؽِ٘ب ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٗغزط٤غ إٔ ٗزؾغظ عِٞى ٛزا اُ٘ظبّ ٝٗز٘جأ 

رزؼِن ثذاُخ – أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُؼبد٣خ . ثغًِٞٚ ك٢ أُبػ٢ أٝ ك٢ أُغزوجَ 

ٓضلا ٓؼبدُخ اُؾشًخ ٤ُ٘ٞرٖ  -  ك٢ ٓزـ٤ش ٝاؽذ 

2

2 2

d u m
u

d h
  

. رؾٌْ ٓغبساد اٌُٞاًت ؽٍٞ اُشٔظ ٝ رزٌٜٖ ثغًِٜٞب ٝٓٞهؼٜب ك٢ أ١ ُؾظخ 

٣٘ؾشف ػٖ ٓغبسٙ – الأهشة ُِشٔظ – ٌُٖ ٗغذ إٔ ٓغبس ًًٞت ػطبسد 

اعزطبع إ٣٘شزب٣ٖ إٔ ٣ظؾؼ ٓؼبدُخ اُؾشًخ . أُلزشع ؽغت ٓؼبدُخ ٤ٗٞرٖ

٤ُ٘3muٞرٖ ثئػبكخ اُؾذ اُلاخط٢ 
2

ُزظجؼ  (ٖٓ ٝؽ٢ ٓؼبدلاد أُغبٍ  ) 

2
2

2 2
3

d u m
u mu

d h
   

ٝاُؾذ اُلاخط٢ الأخ٤ش ٣ؼجش ػٖ الإػطشاة اُز١ ٣ؤد١  إ٠ُ صؽضؽخ ٓذاس 

٤ٗ6mٞرٖ ثٔوذاس  
2
π/h

2
 

-ٝٛزٙ اُضؽضؽخ ك٢ ٓذاس ػطبسد. ٓٔب ٣زلن ٓغ ٓذاس ػطبسد ؽٍٞ اُشٔظ 

ٗز٤غخ لإٔ ٓغبٍ عبرث٤خ اُشٔظ ١ِٞ٣ كؼبء اُضٓبٕ أُغبٝس ُٚ - الأهشة ُِشٔظ
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إرا ُْ ٣زْ اُٞطٍٞ إ٠ُ ؽٍِٞ رؾ٤ِ٤ِخ ٣ٌٖٔ اُٞطٍٞ إ٠ُ ؽٍِٞ روش٣ج٤خ . ثشذح

– ٓؼشكخ اُششٝؽ الإثزذائ٤خ ُِ٘ظبّ . ػجش اُؾٍِٞ اُؼذد٣خ ُِٔؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ 

ْٜٓ عذاً ٣ٝؼزٔذ ػ٤ِٜب ك٢ اعزوشاء ٓغزوجَ – اُز١ رؼجش ػ٘ٚ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

ًِٔب ػِٔ٘ب اُظشٝف الأ٤ُٝخ ٝاُششٝؽ  الإثزذائ٤خ . عِٞى اُ٘ظبّ ه٤ذ اُذساعخ 

ثبُطجغ هذ ٣زؼزس . ُ٘ظبّ ٓب ثذهخ ًِٔب اعزطؼ٘ب اُزٌٜٖ ٝثذهخ ػٖ عًِٞٚ ٓغزوجلاً 

رٞكش اُششٝؽ الإثزذائ٤خ ثشٌَ ًبك٢  ٝثٜزا اُظذد ٣وٍٞ اُل٤ِغٞف ٝ اُش٣بػ٢ 

ُٞ هذس ٌُبئٖ إٔ ٣ِْ ثبُظشٝف الإثزذائ٤خ اُز٢ ٗشأ ػٜ٘ب إٌُٞ ٖٓ ٓبدح  )لاثلاط 

ٝصٓبٕ ٌٝٓبٕ ٝاٌُزِخ ٝاُغشػخ ٝاُؾشاسح ٝاُؼـؾ  ٣ٝٔزِي ػو٤ِخ ُزؾ٤َِ ٛزٙ 

ٛ٘ب ٝثذٕٝ  . (أُؼبُْ ٝأُؼط٤بد لاعزطبع إٔ ٣ؼِْ ٣و٤٘بً ٓغزوجَ عِٞى إٌُٞ 

ٝػ٢ ًأٗٔب ٣ش٤ش لاثلاط إ٠ُ الله عجؾبٗٚ ٝرؼب٠ُ اُز١ ٣ٔزِي ثبُطجغ رِي 

ألا  ))أُوذساد اُز١ أشبس إ٤ُٜب لاثلاط آٗلبً ٝرُي ٣زغ٠ِ ع٤ِب ك٢ هُٞٚ رؼب٠ُ 

ٛٞ أػِْ ثٌْ إر أٗشأًْ ٖٓ )) ٝهُٞٚ ( (٣ؼِْ ٖٓ خِن ٝ ٛٞ اُِط٤ق اُخج٤ش 

ٖٝٓ ٛزا أُ٘طِن كئٕ الله عجؾبٗٚ ( (الأسع ٝإر أٗزْ أع٘خً ك٢ ثطٕٞ أٜٓبرٌْ 

. ٝرؼب٠ُ ٣ؼِْ ؿ٤ت اُغٔبٝاد ٝالأسع 

ٓؾٞس٣خ – ٢ٛٝ رزؼِن ثذاُخ ك٢ أًضش ٖٓ ٓزـ٤ش – أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُغضئ٤خ 

:- ُلْٜ اُل٤ض٣بء 

. ٓؼبدُخ أُٞعخ رؾٌْ اٗزوبٍ اُؼٞء ٝاُظٞد ٝٓٞعبد أُبء  -

 ٓؼبدُخ اُؾشاسح رؾٌْ اٗزشبس اُؾشاسح  -

 ٓؼبدُخ الإٗزشبس رظق ك٤غ اُغغ٤ٔبد ٝاُطبهخ  -

ٓؼبدُخ ششٝدٗغش أُٞع٤خ رزٌٜٖ ثخٞاص ٝعِٞى الأٗظٔخ اُزس٣خ  -

 .ٝاُغضئ٤خ ٝ رؼزجش اُؼٔٞد اُلوش١ ُ٘ظش٣خ اٌُْ 
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ٍَ ٖٓ Klein-Gordanٓؼبدُخ  -     ٢ٛٝ ٓؼبدُخ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ ك٢ ً

اُضٖٓ ٝاُلشاؽ 

ψxx(x,t) – (1/c
2
)ψtt(x,t) – (m

2
c

2
/h

2
)ψ(x,t) = 0 

 اُ٘غج٤خ ُِٔٞعخ ٢ٛٝ ػجبسح ػٖ  اُغزس اُزشث٤ؼ٢ Diracٓؼبدُخ د٣شاى     - 

هٞسدإ ٣ؼزش٣ٜٔب ػشة ٖٓ - إلا إٔ ؽٍِٞ د٣شاى ٝ ٤ًِٖ.هٞسدإ- ُٔؼبدُخ ٤ًِٖ

ػجش خِن ٝػذّ عغ٤ٔبد كؼ٤ِخ ٖٓ – رٌشق ػٖ ٣ٞٛزٜب – اُلاإعزوشاس٣خ رزٔضَ 

كؼبء خب٢ُ رٔبٓبً ٣ٌٖٝٔ ثذهخ ؽغبة خِن ٝػذّ اُغغ٤ٔبد اُلؼ٤ِخ ٖٓ خلاٍ 

ػ٤ِٔخ خِن ٝػذّ اُغغ٤ٔبد ٖٓ اُلشاؽ  ٛزٙ رؼشف . Feynmanأشٌبٍ 

 vacuum quantum fluctuationثزشاٝؽبد ًْ اُلشاؽ 

ؽ٤ش ٣خزَ هبٕٗٞ , ٢ٛٝ إٔ عغ٤ٔبد ٖٓ أُبدح ٝ ٗو٤ؼٜب رزخِن كوؾ ٖٓ لا شئ 

ٝعش٣ؼبً ٓب رلاش٢ ٛزٙ اُ٘وبئغ ثؼؼٜب اُجؼغ ٤ُغزؼ٤ذ هبٕٗٞ ثوبء , ثوبء اُطبهخ

 اُش٤ٜشح اُز٢ رؾون رخِن Casimirٝٛ٘بى رغشثخ . اُطبهخ ػبك٤زٚ ٓغذداً 

ُوذ ًبٗذ ٓؼبدُخ د٣شاى أٍٝ ٖٓ ر٘جأد ثٞعٞد . اُغغ٤ٔبد ػجش رشاٝؽبد اٌُْ

إر ٗغذ إٔ ؽَ ٓؼبدُخ أُٞعخ اُ٘غج٤خ ُذ٣شاى ٣زؼٖٔ ؽبهخ عبُجخ . ٗو٤غ أُبدح 

د٣شاى اكزشع . رزؼِن ثغغ٤ٔبد ُٜب ؽبهخ ٝػغ عبُجخ ًٝزِخ عٌٕٞ أ٣ؼبً عبُجخ  

اعزؾبُخ اٗزوبٍ اُطبهخ ٖٓ أُذاساد أُٞعجخ إ٠ُ أُذاساد اُغبُجخ لإٔ ٛزٙ اُؼ٤ِٔخ 

رزطِت رؾش٣ش ؽبهخ لاٜٗبئ٤خ ٝٛزا لا ٣زؾون ك٢ اُطج٤ؼخ ٝػ٤ِٚ كئٕ ٓذاساد اُطبهخ 

اُٞػغ . اُغبُجخ ٤ُغذ شبؿشح لاعزوجبٍ أ١ اٗزوبٍ إ٤ُٜب ٝكن هبػذح الإهظبء 

اُطج٤ؼ٢ ُِلشاؽ ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ ًضبكخ لاٜٗبئ٤خ ٖٓ إٌُزشٝٗبد ؽبهزٜب عبُجخ لا ٣ٌٖٔ 

ػٖ اُجؼذ  )كوؾ ٛ٘بى اٗؾشاف , سطذٛب إر لا رأص٤ش ٓـ٘بؽ٤غ٢ ُٜب أٝ عزث١ٞ 

norm)  ٗبرظ ػٖ خِٞ ٝرلش٣ؾ ٝاؽذ أٝ أًضش ٖٓ ؽبلاد اُطبهخ اُغبُجخ ػٖ ؽش٣ن

2mcرض٣ذ ػٖ – هلضح 
2

 ٝٛٞ أُذٟ اُلبطَ ث٤ٖ ؽبلاد اُطبهخ اُغبُجخ ٝؽبلاد 
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إٕ ؿ٤بة ٛزا الإٌُزشٕٝ . ُزؼجش إ٠ُ ٓذاساد اُطبهخ أُٞعجخ – اُطبهخ أُٞعجخ 

عبُت اُشؾ٘خ ٝ اٌُزِخ ٝؽبهخ اُٞػغ ٣زٞهغ سطذٙ ٝٓلاؽظزٚ ك٢ ٓذاساد اُطبهخ 

أُٞعجخ ٤ٌُشق ػٖ ٗلغٚ ًغغ٤ْ شؾ٘زٚ ٓٞعجخ ُٝٚ ٗلظ اُوذس ٖٓ اٌُزِخ أُٞعجخ 

رْ سطذ . ٝؽبهخ اُٞػغ أُٞعجخ ك٤ٔب ٣ؼشف ث٘ظش٣خ اُضوت ُِجٞعزشٕٝ 

ثبخزظبس إٕ . ك٢ الأشؼخ ا٤ٌُٗٞخ لاؽوبً – الإٌُزشٕٝ ٓٞعت اُشؾ٘خ – اُجٞعزشٕٝ 

٣ظٜش ػجش رخِن صٝط ٖٓ اُغغ٤ٔبد – ٓضَ اُلٞرٕٞ – اخزلبء ًْ ٖٓ اُطبهخ 

ًَ ٛزٙ أُؼشكخ اُؼ٤ِٔخ ٝ اُؼ٤ِٔخ أ٠ٗ رأرذ ُ٘ب ؟ . الإٌُزشٕٝ ٝٓؼبدٙ اُجٞعزشٕٝ

ًَ ٛزٙ أُوذٓخ ٝ اُز١ اػزجشٛب ػشة ٖٓ . كوؾ ٖٓ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ 

اُزش٣ٞن أهذٜٓب ًئعبثخ ُِغؤاٍ اُز١ ٣زٌشس ًض٤شاً ٖٓ اُطلاة ؽز٠ ػ٠ِ ٓغزٟٞ 

.   ٓب كبئذح اُش٣بػ٤بد ؟: اُغبٓؼ٤٤ٖ 

أُؤُق ٣زؼٖٔ صلاصخ ٓوشساد 

ٓؼبدلاد رلبػ٤ِخ ػبد٣خ 

دٝاٍ خبطخ 

ٓؼبدلاد رلبػ٤ِخ عضئ٤خ 

صلاح عهي يثخوخ 
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 أُؾز٣ٞبد

 انصفحح    انثاب

 12 يعادلاخ انشذثح الأونى: انثاب الأول 

  كظَ أُزـ٤شاد

  أُؼبدلاد اُخط٤خ

  ٓؼبدُخ ثش٢ُِٞٗ اُلاخط٤خ

  أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُزبٓخ 

 43 يعادلاخ انشذثح انثانيح انخطيح : انثاب انثاني 

 اعزخذاّ ؽَ ٓؼِّٞ لإ٣غبد ا٥خش 

  أُؼبدُخ أُزغبٗغخ راد أُؼبٓلاد اُضبثزخ 

  (رؼ٤٤ٖ اُضٞاثذ)أُؼبدُخ اُلآزغبٗغخ راد أُؼبٓلاد اُضبثزخ

  ٓؼبدُخ ًٞش٢ ٣ِش

  ؽش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ

  رخل٤غ اُشرجخ

 73 انذوال انخاصح : انثاب انثانث 
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  اُؾَ ثٞاعطخ ٓزغِغلاد اُوٟٞ

  ٓؼبدُخ ٤ٛشٓذ

  ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس

  ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ

  دٝاٍ هبٓب 

  ٓؼبدُخ ثغَ 

  ٓؼبدُخ الاُزوبء 

  أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ كٞم اُٜ٘ذع٤خ 

  اُذاُخ أُُٞذح

  اُزؼبٓذ

 122 أنظًح انًعادلاخ انرفاضهيح : انثاب انشاتع 

  ؽش٣وخ اُؾزف

  ؽش٣وخ أُؾذداد

  ؽش٣وخ أُظلٞكبد

  ؽش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ
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 انصفحح        انثاب

 143 يرسهسهح فوسيش:انثاب انخايش 

  ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِغزب

  ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِغ٤ت

  ٓزغِغِخ كٞس٣ش اُؼبٓخ 

 154 انًعادلاخ انجزئيح: انثاب انسادس 

  ٓؼبدُخ اُؾشاسح 

  ٓؼبدُخ أُٞعخ 

  ٓغأُخ اُؾشاسح 

  ٓغأُخ أُٞعخ

  ٓغأُخ اُش٤ٖٗ

  الاؽذاص٤بد أُغزط٤ِخ

 177 انًعادلاخ انجزئيح في تعذين وثلاثح أتعاد: انثاب انساتع 

  اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد اُوطج٤خ

  ط٤ـخ ثٞاعٕٞ اُزٌب٤ِٓخ

  اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد الأعطٞا٤ٗخ
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  اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ

  ٓؼبدُخ ششٝدٗغش أُٞع٤خ ك٢ صلاصخ أثؼبد

 203انصيغ انركايهيح انًحذودج نهجية وانجرا 
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انثاب الأول 

انًعادلاخ انرفاضهيح ين انشذثح الأونى 

رظ٤٘ق أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ 

:  أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ اُؼبد٣خ ٢ٛ اُز٢ رؾز١ٞ ػ٠ِ رلبػَ ػبد١ ٓضَ 

2

2

...(1)

0...(2)

dy
y b

dx

d x dx
a b

dt dt

 

  
 

أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ اُغضئ٤خ ٝ ٢ٛ أُؼبدلاد اُز٢ رؾز١ٞ ػ٠ِ رلبػَ عضئ٢ 

:  ٓضَ ٓؼبدُخ أُٞعخ ٝ ٓؼبدُخ اُؾشاسح 

2 2
2

2 2

2

2

...(3)

...(4)

y y
c

t x

u u
k

t x

 

 

 

 




 

: سرجخ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٝ دسعزٜب 

أُؼبدُخ 
dy

ay b
dx

  اُشرجخ الأ٠ُٝ ٝ اُذسعخ الأ٠ُٝ ٖٓ   .

 

أُؼبدُخ  
3

3tan xy y e   اُشرجخ اُضب٤ٗخ ٝ اُذسعخ اُضبُضخ ٖٓ   .
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: ر٣ٌٖٞ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

  1ٓضبٍ 

ٓؼذٍ اُ٘ٔٞ ػ٠ِ اُٞؽذح ك٢ ٓغزٔغ ٛٞ اُلشم ٓب ث٤ٖ ٓزٞعؾ ٓؼذٍ اُٞلادح ٝ 

0إرا ًبٕ ٓزٞعؾ ٓؼذٍ اُٞلادح ٛٞ . ٓزٞعؾ ٓؼذٍ اُٞك٤بد   .  ٍٓزٞعؾ ٓؼذ

0إرا كشػ٘ب إٔ صبثذ اُز٘بعت ٛٞ . اُٞك٤بد ٣ز٘بعت ٓغ ؽغْ أُغزٔغ   , 

ًٕٞ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُز٢ رؾٌْ ٛزا اُ٘ٔٞ ؟ 

: اُؾَ 

 ٝ ٓؼذٍ ٗٔٞ أُغزٔغ ٤ُpٌٖ ؽغْ أُغزٔغ 
dp

dt
 ٝ ٓؼذُت اُ٘ٔٞ ػ٠ِ اُٞؽذح 

1 dp

p dt
: اُلشم ث٤ٖ ٓزٞعؾ ٓؼذٍ اُٞلادح ٝ ٓزٞعؾ ٓؼذٍ اُٞك٤بد ًب٥ر٢  . 

 

1 dp
p

p dt

dp
p p

dt

 

 

 

  

 

  2ٓضبٍ 

 ٢ٛ tُزٌٖ ٤ًٔخ اُغٌِٞص ك٢ دّ أُش٣غ ػ٘ذ أ١ ُؾظخ  G t .  ٖإرا رْ ؽو

ك٢ ٗلظ اُٞهذ ٣ؾزشم اُغٌِٞص ك٢ اُغغْ  . kأُش٣غ ثبُغٌِٞص ثٔؼذٍ صبثذ

: أُؼبدُخ أُؼجشح ػٖ ٛزا اُ٘ظبّ . ثٔؼذٍ ٣ز٘بعت ٓغ ٤ًٔخ اُغٌِٞص  اُؾب٢ُ 

 
 

dG t
k aG t

dt
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  3ٓضبٍ 

  رؼط٠ a ٣زؾشى ثؼغِخmكئٕ اُوٞح  ُغغْ ًزِزٚ , ٗز٤غخ ُوبٕٗٞ اُضب٢ٗ ُِؾشًخ 

ًب٥ر٢  

F ma 

 . mgكئٕ هٞح اُٞصٕ ٢ٛ  ,   رؾذ رأص٤ش اُغبرث٤خ كوؾ mكئرا عوؾ عغْ ًزِزٚ 

٢ٛ  , كئٕ اُؼغِخ لأػ٠ِ ,  ٢ٛ اسرلبع اُغغْ كٞم عطؼ الأسع yإرا ًبٗذ 

2

2

d y

dt
 

: ٝ رظجؼ ٓؼبدُخ اُؾشًخ 
2

2

d y
m mg

dt
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  فصم انًرغيشاخ:انفصم الأول

اُطش٣وخ أُجبششح  

 ػبدحً رٌزت ٓؼبدُخ اُشرجخ الأ٠ُٝ ك٢ شٌِٜب اُؼبّ ػ٠ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ

   , 1
dy

f x y
dx

 

: ٝٗغزخذّ اُطش٣وخ أُجبششح ُلظَ أُزـ٤شاد إرا أٌٖٓ رؾ٤َِ اُذاُخ إ٠ُ 

 
 

 
 , 2

g x
f x y

h y
 

: ػ٠ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ (1)ٝػ٤ِٚ ٣ٌٖٔ ط٤بؿخ ٓؼبدُخ 

 
 

 
 

   

     

, 3

4

g xdy
f x y

dx h y

h y dy g x dx

h y dy g x dx c

 



  

 

 4ٓضبٍ 

أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ  

1

dy x xy

dx y





 

٣٘زظ  , اُؾَ  ٗخزظش ٤ٔ٣ٖ أُؼبدُخ 
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 1

1 1

x ydy x xy

dx y y

dy
x

dx


 

 


 

21

2

dy xdx

dy xdx

y x c





 

  

 5ٓضبٍ 

أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

2
dy

xy
dx

 

اُؾَ 

2 2

2

2

2

2

2

ln

x c x c

x

dy
xy

dx

dy
xdx

y

dy
xdx

y

y x c

y e e e

y Ce
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 لاؽع إٔ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٖٓ أُشرجخ الأ٢ُٝ ٣ؾزٟٞ ؽِٜب اُؼبّ ػ٠ِ صبثذ 

اخز٤بس١ ٝاؽذ ك٢ ؽ٤ٖ ٣ؾزٟٞ  اُؾَ اُؼبّ ُٔؼبدُخ أُشرجخ اُضب٤ٗخ ػ٠ِ صبثز٤ٖ 

    .                                                               اخز٤بس٣ٖ ٌٝٛزا 

 6ٓضبٍ 

 أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ

1

. : .

dp
p

p dt

cons

 

 

 
 

: ٗلظَ أُزـ٤شاد ٓجبششح : اُؾَ 

 

 

1 dp
p

p dt

dp
p p

dt

dp
dt

p

 

 

 

 

  




 

 :ٗغزخذّ اٌُغٞس اُغضئ٤خ 

   

 

 

 

1 1

1

1 1
ln ln

1
ln

p p p p

dp dp
dt

p p

p p dt c

p
t c

p
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t

P t
ce

P t



 




 

 

 

0
0

0

P
t c

P 
  


 

 

 

 

 

0

0

t
P t P

e
P t P



   


 

 

 
  1 0 t

P t
P e 



  


 
 

 7ٓضبٍ 

أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ   
dG

K aG
dt

  

 ثلظَ أُزـ٤شاد : اُؾَ 

 
1

ln

dG
K aG

dt

dG
dt

K aG

dG
dt

K aG

K aG t c
a

 








  

 
 



 

19 

 

( )

( )

at ac at

at

at

K aG e Be

K B
G t e

a a

K
G t Ce

a

  





  

 

 

 

 8ٓضبٍ 

أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

2 2

2 2

2 2

2

2

3

3

0

0
3

3

dy y

dx x x y

xdy x y dy ydx

xdy ydx x y dy

xdy ydx
y dy

x

y y
d d

x

y y
c

x
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 ذًاسين

:- أٝعذ ؽٍِٞ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ 

  

 

 

   

 

2 2

2 2

1)

2) cos

3) cos

4) 1 1

5) 1

6) tan sin cos cot 0

7)sin cos cos sin 0, 0 0

8) 1 sin 2 , 0 1

9) 1 1, 0 0

x y

x

x

dy
e

dx

dx
x y

dy

dx
e t

dt

dy
y y

dx

dz
r z

dr

x ydx x ydy

x ydx x ydy y

dx
x t x

dt

dx
e x

dt







  

 

 

  

  

 
   

 

 

 ؽش٣وخ اُزؼ٣ٞغ 

: ُ٘لشع إٔ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٓؼطبح ػ٠ِ اُظٞسح   : (1):-  أٝلاٌ 

 5
dy y

F
dx x
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 6

y
put z

x

y xz

dy dz
z x

dx dx

y dz
F F z z x

x dx

dz dx

F z z x



 

 

 
   

 




 

 9ٓضبٍ 

: أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ

dy x y

dx x y




 

: اُؾَ

 

1

1

1

1

dy x y y x

dx x y y x

z
F z

z
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2

2

2

2 2

2 2

1

1

1

1 2

1

1 2

1
ln 1 2 ln ln ln

2

1 2

2

dz dx

F z z x

dz dx

z x
z

z

z dz dx

z z x

z dz dx

z z x

z z x c cx

z z cx

y
z

x

x xy y c















 




 

     

  



  

 



 

 

 ُ٘لشع إٔ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٓؼطبح ػ٠ِ اُظٞسح : (2)

   

 

 
 

7

8

dy
F ax by c

dx

put z ax by c

dz dy
a b

dx dx

dz
a bF z

dx

dz
dx

a bF z
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( :  10)ٓضبٍ

 ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ

 
2

1 1
dy

x y
dx

    

: اُؾَ

 

 

 

   

2

2

2

2

2

1

1

1 1

1

1 1

1

dy
x y

dx

z F z

dz
dx

a bF z

dz
dx

z

z dz dx

z dz dx

z x c

x y x c
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( 11)ٓضبٍ 

 

 

2

2

2

2 2 3

2

2 3

1 2 4

dy
x y

dx

z x y

dy
z F z

dx

dz dy
z

dx dx

  

 

  

   

 

2

1

1

4

1
tan

2 2

1 2
tan

2 2

dz
dx

z

z
x c

x y
x c








 
  

 

 
  

 

 

ُ٘لشع إٔ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٓؼطبح ػ٠ِ اُظٞسح: (1): صب٤ٗب  

 

 

 

, 9

0

dy ax by c
F a b

dx x y

if c

dy a b y x
F

dx y x

a b y x a bz
F F F z

y x z

dz dx

F z z x
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0, 0if c or   

   put  

x = u + h …(i) 

y = v + k …(ii) 

٣غب١ٝ (9)ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ ٤ٔ٣ٖ أُؼبدُخ   

au bv
F

u v 

 
 

 
 

 ٝ ٛزا ٣زْ اُزٞطَ إ٤ُٚ ثؼذ ؽَ أُؼبدُز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ آ٤ٗب

ah + bk = -c 

αh + βk = -γ 

 

.1

d v kdy du

dx du dx

dy dv

dx du





 

 (9)صْ رظجؼ ٓؼبدُخ 

dv au bv a bv u
F F

du u v v u   

   
    

    
 

( 9)ٝرؾَ ٝكوب ُِظ٤ـخ 
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( 12)ٓضبٍ

5

1

1 1

dy x y

dx x y

a b 

 


 

   
 

اُؾَ 

  

5

1

3, 2.

2

3

h k

h k

h k

y v k v

x u h u

 

 

  

   

   

 

dv u v

du u v





 

 u²-2uv-v² = c( :  9)ٝؽِٜب ًٔب ك٢ ٓضبٍ 

 ( :                                                      2): صب٤ٗب

:

a b

put

z ax by a
b

z a x b y x y
b b b
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dz dy
a b

dx dx

dz z c
a bF

dx
z

b




  

 
 

    
  
 

 

( 13)ٓضبٍ 

1

2 2 2

2

dy x y

dx x y

a b 

 


 

 

 

اُؾَ 

1

1 3
1

2 1 2 1

z x y

dz dy

dx dx

dz z z

dx z z

 

 


  

 

 

2

1
3 2

1
3 2

3 2 ln

y x

dx dz
z

dx dz
z

x c z z

x y Ce 
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 ذًاسين

أٝعذ ؽٍِٞ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ 

2

2

2

2

2
1)

4x-2y+3

2x+3y-1
2)

4x+6y-5

2x+2y-3
3)

x+y

dy -x+y-1
4) =

dx x+y

1
5)  = 

2

6) = 

dy x y

dx

dy

dx

dy

dx

dy xy

dx x y

dx x x t

dy t xt
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  انفصم انثاني انًعادلاخ انخطيح ين انشذثح الأونى

 

 أُؼبدُخ اُخط٤خ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ 

     
2

2

d y dy
a x b x y f x

dx dx
  

 

 أُؼبدُخ اُخط٤خ ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ

     

     

 

1

, 0

0 3

ln

ax

dy
a x y f x

dx

i if a x a f x

dy
ay

dx

dy
adx

y

dy
a dx

y

y ax

y Ce 

 

 

 

 

 

 



 
    

     

   

, 0

3

ii if a x a f x

dy
ay f x

dx

 

  

ٗؼشة ؽشك٢ أُؼبدُخ ثبُٔؼبَٓ اُزٌب٢ِٓ 
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ax ax

ax ax

ax ax

ax ax

dy
e ay e f x

dx

d
e y e f x

dx

d e y e f x dx

e y e f x dx c

 





 

 



 

  
   

   4

ax ax

a x dx a x dx

y e e f x dx c

y e e f x dx c





 

    
 




 

  
adx

e    ٣غ٠ٔ أُؼبَٓ اُزٌب٢ِٓ  
 

( 14)ٓضبٍ 

 

2 2

2 2

2 2 2

2

1

2 4

dx dx

x x

x x x

dy
y x

dx

y e e xdx c

y e e xdx c

x
y e e e c
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   (15)ٓضبٍ 

ln y xdx
x y y e

dy

  

اُؾَ 

 
 

ln ln

ln ln

ydy ydy y

y y y y y y y

y y y y y

y y y

x e e y dy c

x e e y dy c

x y e y e y dy c

x y e y c



  

 



   
  

  
 

 

 






 

(16)ٓضبٍ   

 

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

tan

x

dx dx

x

x x

x

x x

dy
y

dx e

y e e dx c
e

y e e dx c
e

y e e c
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 يعادنح تشنونهي انرفاضهيح انلاخطيح

     

 

        

         

1

5

1

1 1 1

1 1 6

n

n

n

n n n n

dy
a x y f x y

dx

z y

dz dy
n y

dx dx

dy
n y a x n y y n y f x y

dx

dz
n a x z n f x

dx





  

 



 

    

   

 

 ٝ ٢ٛ ٓؼبدُخ خط٤خ ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ

ٓضبٍ  

2 ydy dy
y x y e

dx dx
  

اُؾَ 

2

1

y

y

dx
y x y e

dy

dx
x ye

dy y
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1

dy dy

yy y

y

y

x e e ye dy c

x y ye dy c
y

x y e c

    
   

 
 

 
   

 

  



 

 (17)ٓضبٍ 

2 31 5

2

dy
y x y

dx x
   

 اُؾَ

1 1 3 2

3

3

2

n

n

z y y y

dz dy
y

dx dx

  





  

 
 

 ثؼشة أُؼبدُخ ك٢ 

  31 2nn y y    

2

2 2
2

2
5

.5
dx dx

x x

dz
z x

dx x

z e e x dx c
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2 4

2 2 5

5

5z x x dx c

z y x x c

x
y

x c



 

 

  






 

 (18)ٓضبٍ 

2 2sin cos
, 0.

2 tan sin cos 2

dy x y
y

dx x y y

  
  

 
 

ػغ : اُؾَ   

 

 

2

2

cos

2cos sin

2cos sin

sin

2cos sin 2 tan sin cos

T y

dT dy
y y

dx dx

dT
dy dx

y ydx

dT
x Tdx

y y x y y



 









 

2sin

tan

cot sin cos

dT x T

dx x

dT
xT x x

dx
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cos cos

sin sin

lnsin lnsin

2

sin cos

sin cos

cos sin cos

x x
dx dx

x x

x x

T e e x x dx c

T e e x x dx c

T ecx x xdx c





  
   

 

   
 

  







 

3
2

2
1

1

sin
cos cos

3

sin
cos

sin 3

0
2

1
0 cos

3

1
cos 0 1

3

4

3

x
T y ecx c

c x
y

x

y

c

c

c
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 ذًاسين

 أٝعذ ؽٍِٞ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ 

 

2 2

2

3 2

2 3

1) cot 2 cos

2) 2

3) 1

2 cos
4) ` , 0

5) `

6) cos

t

t

x

dx
x t t ect

dt

dx
x t e

dt

dx
x te

dt

x
y y y

x x

y y y xe

dx
tx x t t

dt







 

 

  

  

  

 

 

 

                                 انفصم انثانث انًعادنح انرفاضهيح انرايح 

     , , 0 7P x y dx Q x y dy   

 رٌٕٞ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُغبثوخ ربٓخ إرا رؾون اُششؽ

P Q

y x
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 ٖٝٓ صْ ٣ٌٖٔ ٓوبسٗزٜب ثبُزلبػَ اُزبّ

 ,
u u

du x y dx dy
x y

 
 
   

        ػ٠ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ , ٣ظجؼ ٛٞ اُؾَ   

 ,u x y c 

   

   

,

,

u
u x y dx Pdx y

x

u
u x y dy Qdy x

y






  



  





 

(19)ٓضبٍ   

   2 2 0x y dx y x dy    

 اُؾَ
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2

2

2 2

,

2

,

2

,

u x y Pdx y

x y dx

x xy y

u x y Qdy x

x y dy x

xy y x

u x y x xy y c











 

  

  

 

  

  

   







 

٤ُغذ ثزلبػَ ربّ كئٗٚ رٞعذ داُخ  (7)أٓب إرا ًبٗذ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ   

 ,x y  ٕرغ٠ٔ أُؼبَٓ اُزٌب٢ِٓ ثؾ٤ش أ 

    0du Pdx Qdy Pdx Qdy       
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أٟ إٔ, رظجؼ ٓؼبدُخ رلبػ٤ِخ ربٓخ  

P Q

y x

  


   

 ٝٛ٘بى ؽبُزبٕ 

   

1

i x

P Q

y x

P Q
Q

y x x

P Q
dx

Q y x

 

 


 







 


 

  
 

  

   
  

  

 

   

1

ii y

P Q

y x

P Q
P

y y x

P Q
dy

P y x
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(20)ٓضبٍ   

 2 2 0x y dx xydy   

اُؾَ 

2 2
P Q

y y
y x

 
   

 
 

2

2

1

2

ln ln

P Q
dx

Q y x

dx
x

x

x

















   
  

  


 





 

:   ثؼشة أُؼبدُخ ك٢ أُؼبَٓ اُزٌب٢ِٓ 

 2 2 2

2

2

2

2 0

1
2

2

x x y dx x xydy

y y
dx dy

x x x

P y Q

y x x
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2

2

2

2

2

,

1

ln

,

2

, ln

u x y P dx y

y
dx y

x x

y
x y

x

u x y Q dy x

y
dy

x

y
x

x

y
u x y x c

x

 





 



 

 
   

 

  

 

 

  

  







 

(21)ٓضبٍ   

 3 ln 0
y

dx y x dy
x

   

 اُؾَ

1 1

1

P Q
x x

y x

P Q
dy

P y x
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2

2

2

2

2

2

ln ln

1 ln

ln ln

2

ln
,

2

dy
y

y

y

dx x
Pdx y

y x y

x y x
Qdy y dy x

y y

y x
u x y c

y









 

 






 





  

 
     

 

  

 

 

 

 ذًاسين

1) (x
2
 + y

2 
+ 2x )dx +2xydy = 0 

2) (x
3
 – 3xy

2
+2)dx – (3x

2
y –y

2
)dy = 0 

3) (x+y)dx + (x + 2y)dy = 0 

4) 2xdx/y
3 
 + 6

1

y
 (y

3 
–3x

2
)dy = 0 

5) 3 2 2ln ln 2 ln
0

3 ln

y x
xy dx x y dy

x y y

  
     

   
  

6)  (x cosy-y siny)dy+(x siny+y cosy)dx =0 

7) (2y + x
2
)dx – xdy = 0 

8) (2xy+x
2
y+y

3
\3)dx+(x

2
+ y

2
)dy = 0 

9) (x
2
+y

2
+1)dx-(xy+y)dy=0 
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 انثاب انثاني

انًعادنح انرفاضهيح انخطيح ين انشذثح ا نثانيح 

ًب٥ر٢  , أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُؼبٓخ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ 

       

     

2

2

2

2

1

0 2

d y dy
a x b x y f x

dx dx

d y dy
a x b x y

dx dx

  

  
 

 f(x) = 0     ٓزغبٗغخ إرا ًبٕ (2 )رغ٠ٔ أُؼبدُخ

 : ٛٞ y2 , y1     أُغٔٞع اُخط٢ ُِؾ٤ِٖ 

y = c1 y1+ c2 y2 

  c1 ,c2ٕصبثز٘ب  .

:  الاعزولاٍ اُخط٢ 

  ٣وبٍ أٜٗٔب داُزبٕ ٓغزوِزبٕ خط٤ب ًِٔب ًبٗذ اُذاُزبٕ y2 , y1اُذاُزبٕ 

 c1 y1+ c2 y2 = 0٣وزؼ٢   c1 = c2= 0  

 :  ػذّ الإعزولاٍ اُخط٢

y2 , y1 ٣وبٍ أٜٗٔب داُزبٕ ؿ٤ش ٓغزوِز٤ٖ خط٤ب ًِٔب ًبٗذ  

 c1 y1+ c2 y2 = 0 ٣وزؼ٢ c1= 0  ٝأ c2= 0 
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ثؼجبسح أخشٟ ٣وبٍ إٔ داُز٤ٖ ؿ٤ش ٓغزوِز٤ٖ خط٤ب إرا ًبٗذ إؽذاٛٔب ٓؼبػق 

.صبثذ ُلأخشٟ   

( 1)ٗظش٣خ   

 إرا ًبٕ y2 , y1 ٛٔب ؽلإ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

y`` +ay` + by = 0 

.أ١ ٓغٔٞع خط٢ ُٜٔب ٛٞ أ٣ؼب ؽَ ُِٔؼبدُخ   

 :اُجشٛبٕ

y=c1 y1+ c2 y2  

 

   

   

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 0

y ay by c y c y

a c y c y b c y c y

c y ay by c y ay by

      

    

         

 

:ششؽ الاعزولاٍ اُخط٢   

    y2 , y1ؽلإ  ٓغزولإ خط٤ب كوؾ إرا ًبٕ أُؾذد  

    1 2

1 2

1 2

, det 0
y y

W y y
y y

 
  

  
         

ثشٖٛ إٔ ( 1)ٓضبٍ   

y1  =cosx,  y2=sinx 

 y`` + y = 0ٛٔب ؽلإ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ  

 اُؾَ
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cos sin

cos ,sin det 1 0
sin

x x
W x x

x cosx

 
   

  
 4[1]اعزخذاّ ؽَ ٓؼِّٞ لإ٣غبد اُؾَ ا٥خش 

ح  أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ أُزغبٗظ  

   
2

2
0

d y dy
a x b x y

dx dx
    

 ُٜب ؽَ ػبّ 

y = c1 y1+ c2 y2 

y1≠ 0 ِّٞأُطِٞة إ٣غبد اُؾَ ا٥خش أُغزوَ خط٤ب.  ؽَ ٓؼ    

y2 / y1 = v(x) 

y2 = v y1 

y`2 = v y`1 + v` y1 

y``2 = v y``1 + v` y`1+ v` y`1+ v`` y1 

 ؽَ ٣ؾون أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ    y2  ٖٝٓ صْ

y``2 + a y`2 + b y2 = (v y1)`` + a(v y1)` + b(v y1) =  

(v y``1 + 2v` y`1 + v`` y1) + a(v y`1 + v` y1) + b v y1 

= v(y1`` +ay1` + by1) + v`(2y1` + a y1) + v``y1 

= 0 + v`(2y1` + a y1) + v``y1 = 0 

v``/v` = -  (2y1` + a y1)/ y1 = -2 y`1/ y1 – a 
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lnv` = -2 ln y1 - ∫ a(x)dx 

 

 

2

1

2

1

a x dx

a x dx

e
v

y

e dx
v

y






 


 

 

 

2 1 1 2

1

a x dx
e dx

y y v y
y


   

(2)ٓضبٍ   

   أٝعذ اُؾَ ا٥خش إرا ًبٕ 

  x
2
 y``– xy` + y = 0 , y1  =  x 

: اُؾَ  

2

1 1
0y y y

x x
    

1

ln

2 2 2

2

1 2

ln

ln

dx
xxe dx e dx

y x x
x x

xdx dx
x x x x

x x

y c x c x x

 
 

  

 

 

  



 

47 

 

 ذًاسين

 أٝعذ اُؾَ ا٥خش

1) y
``
-2y`+ y =0 ,      y =e

x 

2) y``-2x y`+2y = 0   ,y=x, x>0
 

3) y`` +3y`/x = 0,      y = 1
 

4) x
2
y`` +xy` +4y = 0,y =x

2 

انًعادنح انًرجانسح ين انشذثح انثانيح راخ انًعايلاخ انثاترح :(2 )  

  

y``+ ay` by = 0 …(1) 

ع٘لشع إٔ اُؾَ ػ٠ِ اُظٞسح 

y  = e
λx

 

y` = λ e
λx

 

y``=λ
2
 e

λx
 

٣٘زظ ,  (1)ٝثبُزؼ٣ٞغ ك٢ أُؼبدُخ 

λ
2
 e

λx
 + a λ e

λx
 + b e

λx
 = 0 

 ٢ٌُ ٣زؾون اُؾَ ٣غت إٔ . ٝرغ٠ٔ أُؼبدُخ أُغبػذح 

λ
2
 + a λ  + b  = 0 …(2) 

2

1

2

2

4

2

4

2

a a b

a a b
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 ٛ٘بُي صلاس ؽبلاد ٝكن اخزلاف ا٤ُٔٔض 

     , λ2    λ1      عزسإ ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕاُؾبُخ الأ٠ُٝ 

     
1 2

2 1

1 2
1 2 2 1

1 2

, det 0
x x

x

x x

e e
W y y e

e e

 
 

 
 

 

 
    

 
 

ٛٞ , إرا اُؾلإ ٓغزولإ خط٤ب ٝ ٣ظجؼ اُؾَ اُؼبّ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ 

1 2

1 1 2 2 1 2

x xy c y c y c e c e     

(3)ٓضبٍ   

y`` + 3y` - 10y = 0  

أُؼبدُخ أُغبػذح  :-   اُؾَ

 λ
2
 + 3 λ – 10 = (λ – 2)(λ + 5) = 0 , λ=2 , λ=-5 

y = c1 e
2x

 + c2 e
-5x

 

 : λ2 =λ1= -a/2 اُؾبُخ اُضب٤ٗخ ٛ٘بُي عزس ٌٓشس

 ٣ٝظجؼ اُؾلإ ٛٔب
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2
1

2 1 2

1

2
2

2 2
2

2 2
1 2

1 2

a
x

a x dx

adxa
x

ax

a aax
x x

ax

a a
x x

y e e

e dx
y y

y

e dx
y e

e

e dx
y e xe

e

y c e c xe

y c e c xe



 











 



 

 







 

 

 







 
(4)ٓضبٍ   

y`` - 6y + 9 = 0 

λ² - 6λ + 9 = 0 

(λ – 3)
2
 = 0 ,  λ = 3 

y = c1 e
3x

 + c2 xe
3x 

 

 

 

 ذًاسين

 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ

1) y`` - 4y = 0 
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2) x` + x` -3x = 0 

3) y``-3y` +2y = 0 

4) y`` + 5y` +6y = 0 

5) y`` + 2πy` + π²y = 0 

6) y`` - 13y` + 42y = 0 

7) y`` + 2y` + y = 0 

8) y`` +4y` + 4y = 0 

9) y```- 9y`=0 

10) y``` -6y`` + 3y` + 10y = 0  

 

 

 

 

 

 

 

 ٛ٘بُي عزسإ رخ٤ِ٤بٕ ٓزشاكوبٕاُؾبُخ اُضبُضخ 
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2

1

2

2

4

2

4

2

a a b
i

a a b
i

  

  

  
  

  
  

 
 ع٘غزخذّ ط٤ـخ أ٣ِٝش

e
ix
 =  cosx + i sinx 

 

 

 

1

2

1

1

2

2

1 2
1

1 2
2

1 1 2 2

1 2

cos sin

cos sin

cos
2

sin
2

sin cos

i i

i i

y e e e e

y e i

y e e e e

y e i

y y
Y e

y y
Y e

i

Y cY c Y

Y e c c

    



    









 

 





 



 

  

 

  

 


 


 

 

 

 

( 5)ٓضبٍ 

y`` + y = 0 

λ² + 1= 0 

λ = 0 ± i 

y = c1 cosx + c2 sinx 
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 ذًاسين

 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ

1) y`` + 2y` + 2y = 0 

2) x`` + x` + 7x   = 0 

3) 8y``+ 4y` + y  = 0 , y(0)=0 , y`(0)=1 

4) y`` + y` + 2y   = 0 

5) y`` + y` +  y    = 0 , y(0)=1 , y`(0)=3 

6) y```- y``+y`- y = 0 

  أُؼبدُخ اُلآزغبٗغخ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ راد أُؼبٓلاد اُضبثزخ :(3 )

y`` + ay` + by = f(x)  … (1) 

. ٗٞعذ ؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ صْ ٗٞعذ اُؾَ اُغضئ٢ 

:اُؾبُخ الأ٠ُٝ   

  yp: اُؾَ اُغضئ٢ لا ٣ٞعذ ٓ٘ٚ ؽذ ٛٞ ؽَ ُِٔؼبدُخ أُزغبٗغخ 

y`` + ay` + by = 0 

    ًب٥ر٢,   ٣ٌٕٞ اُؾَ أُوزشػ ٝكوب ُشٌَ اُذاُخ  

1) f(x)=Pn (x) :    yp = (an x
n 
+an-1x

n-1
+…+ a) 

2) f(x)=Pn(x)e
ax

:  yp = (an x
n 
+an-1x

n-1
+…+ a)e

ax
 

3) f(x)=Pn(x)e
ax

 sinbx  or f(x)=Pn(x)e
ax

 cosbx  

           yp = (an x
n 
+an-1x

n-1
+…+ a0)e

ax
sinbx 
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               + (dn x
n 
+dn-1x

n-1
+…+ a0)e

ax
cosbx 

( 6)ٓضبٍ   

 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

y`` - y = x
2 

 اُؾَ أُوزشػ ٛٞ ًض٤شح ؽذٝد ٖٓ اُذسعخ اُضب٤ٗخ 

yp = c x
2
 +b x + a 

y`p = 2cx + b 

y``p = 2c 

2c – (cx
2
 +bx +a) = x

2
 

:ٝثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ث٤ٖ اُطشك٤ٖ ٣٘زظ   

a = - 2  ,   b = 0    ,   c = -1 

 ٣ٝظجؼ اُؾَ اُغضئ٢ ٛٞ 

-x
2
 – 2      yp = 

ك٢ ؽ٤ٖ إٔ ؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ  

y`` - y = 0 

λ² - 1 = 0 

λ = ±1 
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yc = c1 e
x
 + c2 e

-x
 

y = yc + yp = c1 e
x
 + c2 e

-x
 – (x

2
 + 2) 

 

( 7)ٓضبٍ 

أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

y`` + 4y = 3 sinx 

ٗٞعذ أٝلا ؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ : اُؾَ  

y`` + 4y = 0 

λ² + 4 = 0 

2i   

yc = c1 cos2x + c2 sin2x 

 اُؾَ اُغضئ٢ أُوزشػ ٛٞ

yp   = a sinx + d cosx 

y`p  = a cosx – d sinx 

y``p =-a sinx – d cosx 

y`` + 4y = -a sinx – d cosx + 4a sinx + 4d cosx = 3 sinx         

3a sinx + 3d cosx = 3 sinx  

 a = 1 , d = 0 
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yp   =  sinx 

y = yc + yp = c1 cos2x + c2 sin2x + sinx    

 

( 8)ٓضبٍ 

أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

y`` - 3y` + 2y = e
x
 sinx 

ٗٞعذ أٝلا ؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ :  اُؾَ

λ² - 3 λ + 2 = 0 

yc = c1 e
x
 + c2 e

2x 

yp = a e
x
 sinx + d e

x
 cosx 

y`p = (a-d )e
x
 sinx + (a+d )e

x
 cosx 

y``p = 2a e
x
 cosx – 2d e

x
 sinx 

e
x 
(2a cosx –2d sinx)–3e

x
[ (a-d ) sinx +(a+d )cosx] 

+ 2e
x
(a sinx + d cosx ) = e

x
 sinx  

e  ٝثٔوبسٗخ ٓؼبٓلاد اُغ٤ت ٝاُغزب  ث٤ٖ اُطشك٤ٖ 
x

ثؼذ اُوغٔخ ػ٠ِ  

 2a-3 (a+d)+2d = 0 ,  a = -1/2 

-2d –3(a-d)+2a = 1 ,  d =  1/2 
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y = yc + yp = c1 e
x
 + c2 e

2x
 + e

x
 ( cosx – sinx )/2 

 اُؾبُخ اُضب٤ٗخ

إرا ًبٕ أ١ ؽذ ٖٓ اُؾَ اُغضئ٢ ك٢ ٗلظ اُٞهذ ٛٞ ؽذ ك٢ ؽَ أُؼبدُخ 

xأُزغبٗغخ  ٣ظجؼ اُؾَ اُغضئ٢ ٛٞ 
k
 y ٕثؾ٤ش أ k  أطـش ػذد طؾ٤ؼ ثؾ٤ش

 .                                                                لا ٣ظجؼ أ١ ؽذ ك٤ٚ ٌٓشس ك٢ ؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ 

  (9)ٓضبٍ

y`` - y` - 6y = 20e
-2x

 

λ² -  λ - 6 = 0 =( λ – 3)( λ + 2) 

λ =3, λ =-2 

yc = c1 e
3x

 + c2 e
-2x 

yp =ae ؽَ ٌٓشس ك٢ ؽَ أُزغبٗغخ ٝ ٣ظجؼ اُؾَ اُغضئ٢ اُغذ٣ذ          
-2x 

yp   = axe
-2x

 

y`p  = a(1-2x)e
-2x

 

y``p = -2ae
-2x

 – 2a(1-2x) e
-2x

 

y`` - y` - 6y = [-2ae
-2x

 – 2a(1-2x) e
-2x

] - a(1-2x)e
-2x 

- 6xe
-2x 

  = 20 e
-2x

 , a = - 4 

yp = -4xe
-2x 
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y = yc + yp = c1 e
3x

 + c2 e
-2x

 – 4xe
-2x

  

  (10)ٓضبٍ 

y`` - 4 y` +4y = 6xe
2x 

λ² - 4λ + 4 = ( λ – 2)
2
 = 0  ,   λ = 2 

yc  = c1 e
2x

 + c2 xe
2x

 

yp  = x
2
 (ax+b) e

2x
 

y`p = (3ax
2
 + 2bx) e

2x
 + (2ax

3
 + 2bx

2
 )e

2x 

y``p=[(6ax+2b)+(6ax
2
+4bx)+(6ax

2
+4bx)+(4ax

3
+4bx

2
)]e

2x 

: ثٔوبسٗخ ٓؼبٓلاد 

x
3
 :  4a – 8a + 4a = 0 

x  :  6a+4b+4b-8b=6 ,    a=1 

 b=0                                                           ثٔوبسٗخ اُؾذ أُطِن

y = yc + yp = c1 e
2x

 + c2 xe
2x

 + x
3
e

2x
 

 

 

 ذًاسين

أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ 
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1) y``+y=x
2

 

2) y``+y=1+x+x
2

 

3) y``+y=xe
x

 

4) y`` +4y=16x sin2x  

5) y``-y`-2y=x
2
+cosx 

6) y`` - 4y` +5y = 20 cosh2x.cosx 

   ans:  e
2x

 (c1 cosx + c2 sinx) +5xe
x
 sinx + 

0.5 e
-2x

 cosx
 
– 0.25e

-2x
sinx 

 2[2] :  ٣ِش أُزغبٗغخ- ٓؼبدُخ ًٞش٢:(4)  

x
2
y`` +axy` +by = 0 … (1) 

ٝع٘لشع إٔ ؽِٜب ٛٞ  

 y= x
r
 , y` = rx

r-1
 , y`` = r(r-1)x

r-2
  

ٗؾظَ ػ٠ِ   (1)ٗؼٞع ػٖ ٛزٙ اُو٤ْ ك٢ ٓؼبدُخ 

r(r-1)x
r
 + arx

r
 +bx

r
 = 0 

r
2
 + (a-1)r + b = 0…(2)

 

 : ٝٛ٘بُي صلاس ؽبلاد 

(i) r1≠r2 
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ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕ ٣ٝظجؼ اُؾَ اُؼبّ   (2)  عزسا أُؼبدُخ أُغبػذح 

1 2

1 2

r ry c x c x   
 

 (11)ٓضبٍ

x
2
y`` - 2xy –4y = 0 

r
2
 – 3r – 4 = 0  ,  r=-1 , r=4 

y = c1x
-1

 + c2x
4

 

 (ii)ٞٛ ٍٝعزسا أُؼبدُخ أُغبػذح ؽو٤و٢ ٌٓشس ٝ ٗلشع اُؾَ الأ   :x
r 

  صْ ٗٞعذ اُؾَ ا٥خش 
 

 

 

2 1 2

1

2 2

2 2

2

1

ln

a x dx

a
dx

x
r

r

a
r

r

r a r

a ar

r

e dx
y y

y

e dx
y x

x

x dx
y x

x

x x dx

x x dx

x x







 

  

























 

 ٣ٝظجؼ اُؾَ اُؼبّ 

y = c1x
r
 + c2x

r
 lnx 
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 (12)ٓضبٍ 

4x
2
y`` + 8xy` + y = 0 

4r
2
 + 4r + 1 = 0  

 (2r-1)
2
 = 0 , r=-1/2 

y = c1x
-1/2

 + c2x
-1/2

 lnx 

(ii)     ٕعزسا أُؼبدُخ أُغبػذح رخ٤ِ٤ب 

r1 = α + iβ  ,   r2  = α – iβ 

 

 

1

2

1

ln

1

2

ln

2

cos ln sin ln

cos ln sin ln

r i i

i x

r i i

i x

y x x x x

y x e x x i x

y x x x x

y x e x x i x

   

  

   

  

 

 



 



  

  

  

  

  
 

 

1 2
1

1 2
2

1 1 2 2

1 2

cos ln
2

sin ln
2

sin ln cos ln

y y
Y e x

y y
Y e x

i

Y cY c Y

Y e c x c x











 


 


 

 

 

 

( 13)ٓضبٍ

x
2
y`` + 3xy` + 3y = 0 
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r
2
 + 2r + 3 = 0   

 r = -1±√2 

y = x
 -1

(c1cos√2lnx +c2sin√2lnx) 

 (14)ٓضبٍ

x
3
y```+5x

2
y``+7xy`+8y = 0 

r
3
 + 2r + 4r + 8 = 0=(r+2)(r

2
 + 4)=0 

r = -2  ,  r ± 2i 

y = x
 0
(c1cos2lnx +c2sin2lnx) + cx

-2 

 ٓلاؽظخ

٣ِش ٣ٌٖٔ اخزضاُٜب إ٠ُ ٓؼبدُخ راد ٓؼبٓلاد صبثزخ ثبعزخذاّ - ٓؼبدُخ ًٞش٢

 :اُزؼ٣ٞغ 

ln

tx e

t x




 

1
...(1)

dy dy dt dy

dx dt dx x dt
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2

2 2

2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

1 1 1

1 1

1 1 1

1
...(2)

d y d dy d dy dy

dx dx x dt x dx dt x dt

d y d dy dt dy

dx x dt dt dx x dt

d y d y dy

dx x dt x x dt

d y d y dy

dx x dt dt

   
     

   

 
  

 

 

 
  

 

 

٣ِش - ك٢ ٓؼبدُخ ًٞش٢ (2)ٝ  (1) ثزؼ٣ٞغ 

x
2
y`` +axy` +by = f(x)  

y`` + (a-1) y`+ by = f(e
t
) 

 (15)ٓضبٍ

x
2
y`` - xy` +y = lnx 

ÿ - 2ỳ + y = lne
t
 = t 

λ² -  2λ - 1 = 0 = (λ – 1)
2
 = 0 

yc = c1e
t
  + c2 te

t
 

 yp= a+bt = 2+t 

y = yc  + yp =  c1e
t
  + c2 te

t
 + 2+t 
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y = c1x  + c2 x lnx +2 + lnx 

ذًاسين 

أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ا٥ر٤خ 

1) x
2
y`` -2y = 0 

2) x
2
y``+ xy`=0 

3) x
2
y``+3xy`+2y=0 

4) x
2
y``+5xy`+4y=0 

5) 4 x
2
y``-4xy`+3y=0 

6) x
2
y``+5xy`+5y=0 

7) x
2
y``+xy`-y=0 

8) x
2
y``-5xy`+9y=0 

9) x
2
y``- 3xy` +3y=0 

10) x
3
y```+x

2
y``-2xy`+2y =0 

 3[2] :-ؽش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ :(5 )

y`` + ay` + by = f(x)  … (1) 

 ٝؽَ أُؼبدُخ أُزغبٗغخ

y`` + ay` + by = 0…….(2) 

y = c1y1  + c2 y2   … (3) 

: ٣غت إٔ ٣ؾون إٔ  (1)ٝػ٤ِٚ كئٕ أ١ ؽَ عضئ٢ ُِٔؼبدُخ 
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  yp/ y2  , yp/ y1 ٕ٤ُغب ثضٞاثذ ٝ لإ٣غبد ٓضَ ٛزا اُؾَ ع٘وزشػ أ  

yp= c1(x)y1 + c2(x)y2 … (4) 

 ثؾ٤ش إٔ 

c`1(x)y1 + c`2(x)y2 = 0 … (5) 

ُ٘ؾظَ ػ٠ِ  (4)ٗلبػَ ٓؼبدُخ   

y`p= c1(x)y`1 + c2(x)y`2 + c`1(x)y1 + c`2(x)y2 

    = c1(x)y`1 + c2(x)y`2 

y``p= c1(x)y``1 + c2(x)y``2 + c`1(x)y`1 + c`2(x)y`2  

(1) =   c1(x)[y``1 + a y`1  +b y1 ] + c2(x)[y``2 + a y`2 + y2] 

+ c`1(x)y`1 + c`2(x)y`2 = f(x).     

c`1(x)y`1 + c`2(x)y`2 = f(x)… (6) 

ٗؾِٜٔب آ٤ٗب ثطش٣وخ ًشآش ُِٔؾذداد ُ٘ٞعذ (6)ٝ (5)أطجؼ ُذ٣٘ب أُؼبدُزبٕ   

 

 
   

2

2 2

1

1 2

1 2

0
det

det

y

f x y y f x
c x

y y W

y y
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1

2 1

1

1 2

1 2

0
det

det

y

y f x y f x
c x

y y W

y y

 
 
   
 
 

  

 

 ٝأخ٤شا كئٕ 

   

   

1 1

2 2

c x c x dx

c x c x dx








 

(16)ٓضبٍ   

 

 

y`` + y = tanx 

λ² + 1= 0 ; λ =  ±I 

yc = c1 cosx + c2 sinx 

y1 = cosx                  y2 =  sinx 

y`1 = -sinx               y`2 = cosx 

1 2

1 2

2 2

det

cos sin
det

sin cos

cos sin 1

y y
w

y y

x x
w

x x

w x x
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2
2

1

1

1

2

2

cos 1
tan sin cos sec

cos

cos sec sin ln sec tan

tan cos sin

sin cos

y f x
c x x x x x

w x

c x x x dx x x x

y f x
c x x x x

w

c x xd x x

 
      

    


   

  





 

yp= c1(x)y1 + c2(x)y2 = cosx sinx- cosx ln(secx + tanx) 

- cosx sinx = - cosx ln(secx + tanx) 

y = yc + yp = c1 cosx + c2 sinx + - cosx ln(secx + tanx) 

 (17)ٓضبٍ 

x
2
y`` - 3xy` + 3y = 2x

4
e

x
 

x
2
y`` - 3xy` + 3y = 0 

r
2
-4r+3=0  

 r=1,r=3 

yc = c1x + c2x
3 

y1= x ,               y2 = x
3

 



 

67 

 

 
 

   

 
 

 

3

2 3 3

2

2

2

2 3
2 2

1 3

2 2

1

2
1

2 3

2

3 2
1 3

3 3
2

2

2

2 2

2

2

x

x
x

x x

x
x

x x

x x
w x x x

x

y y y x e
x x

y f x x e x
c x x e

w x

c x x e dx e x x

y f x x e x
c x e

w x

c x e d x e

   

   


     

     


   

 





 

yp= c1(x)y1 + c2(x)y2 = 2e
x
(x

2
-x) 

y = yc + yp = c1x + c2x
3
 + 2e

x
(x

2
-x) 

ذًاسين 

1) x
2
y`` + y` = x 

2) x
2
y`` - 2xy` + 2y = x

3
 lnx 

3) x
2
y`` + 7xy` +5y =x ,   x=e

t
 

4) x
2
y`` -2y = lnx 

5) 4x
2
y`` - 2y =lnx 

6) x
2
y`` - 3xy` + 13y = 4+3x 

7) x
2
y`` + - 4xy` + 6y = 2 lnx 

8) x
3
y``` -3 x

2
y`` + 6xy – 6y = 3+lnx

3
 

9) y`` + 4y = sec2x 
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10) y`` + y = cotx 

11) y`` + y` = coshx 

12) y`` - y = sin
2
x 

13) y`` + 4y = secx tanx 

14) y`` + 2y` + y = e
-x

 lnx 

  

 رخل٤غ اُشرجخ (6)

 إرا ًبٗذ ُذ٣٘ب أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 

F(x,y,y`,y``) = 0 … (1) 

اُؾبُخ الأ٠ُٝ  

 Y ( 1) ؿ٤ش ٓٞعٞدح طشاؽخ ك٢ أُؼبدُخ

F(x,y`,y``) = 0…(2)   

 ٣ٌٖٔ اخزضاُٜب إ٠ُ ٓؼبدُخ ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ ػٖ ؽش٣ن اُزؼ٣ٞغ

2

2
,

dy dp d y
p

dx dx dx
  

(2) = F(x,p,p`)  

 اُؾبُخ اُضب٤ٗخ

  X  (1)ؿ٤ش ٓٞعٞدح طشاؽخ ك٢ أُؼبدُخ 

F(y,y`,y``) = 0 …(3) 
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 ٣ٌٖٔ اخزضاُٜب إ٠ُ ٓؼبدُخ ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ ػٖ ؽش٣ن اُزؼ٣ٞغ

2

2

2

2

dy
p

dx

d y dp dy dp

dx dx dx dy

d y dp
p

dx dy



 



 

 (18)ٓضبٍ 

1
0y y

x
   

F(x,y`,y``) = 0 = F(x,p,p`) 

1

2

1 2

1
0

2

dp
p

dx x

dp dx

p x

dy
p c x

dx

x
y c x c

 




  

 

 

( 19)ٓضبٍ 

y`` - 2yy` = 0  = F(y,y`,y``) 
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2 2

2 2

,

2 0

2

2

dp
y p y p

dy

dp
p py

dy

dp
y

dy

dp ydy

p y a

dy
dx

y a

  

 





 




 

11
tan

y
x c

a a

   

 

 (20)ٓضبٍ 

x
2
 y`` + xy` = x 

1
1

1
1

.1
dx dx

x x

y y
x

p p
x

p e e dx c
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2

2

1

2 2

ln
4

dy x x c
c

dx x x

x
y c x b

   
      

  

  

 

 (21)ٓضبٍ 

xy``` - 2y`` = 0 

y``` - 2y``/x = 0 

y`` = q   ,  y``` = q` 

q` - 2q/x  = 0 

dq/q = 2dx/x 

lnq = 2lnax = ln(ax)
2

 

y`` = q = a
2
x

2
 

y` = a
2
x

3
/3 + b 

y = a
2
x

4
/12 + bx + c 

 ذًاسين

 ؽَ أُؼبدلاد اُزب٤ُخ ػٖ ؽش٣ن رخل٤غ اُشرجخ

1) y`` + y = 0 

2) y`` + yy` = 0 

3) y`` + xy` = 0 
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4) xy`` + y` = 0 

5) 2y`` - (y`)
2
 + 1 = 0 
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 انثاب انثانث

 انذوال انخاصح

 انفصم الأول

   ؽٍِٞ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ ثٔزغِغلاد اُوٟٞ

(1)رؼش٣ق   

 إرا ًبٗذ 

a2(x) y
``
+a1(x) y

`
 +a0 (x) y = 0...(1) 

 

   ؽ٤ش لا ٣ٞعذ ػبَٓ ٓشزشى ث٤ٖ ًض٤شاد اُؾذٝد 

1 2, ,a a a  

 2 0a x

x x








 

  رغ٠ٔ ٗوطخ ػبد٣خ 

(1)ٗظش٣خ     

ثبلإٌٓبٕ إ٣غبد ؽلإ ٓغزولإ ػ٠ِ ٤ٛئخ (1)  ٗوطخ ػبد٣خ ُِٔؼبدُخ   x x     

:ٓزغِغلاد هٟٞ   

        

 
0

n

n

n

y c x x




    

 0x 


 ُزؾش١ اُغُٜٞخ ػغ 

0

n

n

n

y c x
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(1)ٓضبٍ  

y`` + xy` + y = 0 … (1) 

 x0= 0   ٗوطخ ػبد٣خ  ٝٗلشع إٔ

 

0

1

0

2

0

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

y c x

y nc x

y n n c x

















 

  







 

(1)ٝٗؼٞع ثٜزٙ اُو٤ْ ك٢ أُؼبدُخ   

  2 1

2 1 0

1 n n n

n n n

n n n

n n c x x nc x c x
  

 

  

      

k ك٢ اُضب٤ٗخ ٝاُضبُضخ ػ٠ِ اُزٞا٢ُ n ك٢ الأ٠ُٝ ٝ  2k n   ػغ

   2

0 1 0

2 1 k k k

k k k

k k k

k k c x kc x c x
  



  

       

    2

0

2 1 1 0k

k k

k

k k c k c x






        

1 2
2 3 4

3 1 4 2
5 6

, , ,
2 3 2 2.4

, ,
5 3.5 6 2.4.6

c c c c
c c c

c c c c
c c

      

      

 

  

 ٣ٝظجؼ اُؾَ اُؼبّ ٛٞ

2 4 6 3 5 7

11
2 2.4 2.4.6 3 3.5 3.5.7

x x x x x x
y c c x
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 ذًاسين

x =0 ٗوطخ ػبد٣خ ُِٔؼبدُز٤ٖ  1)  َٛ   

(i) xy`` + sinx y = 0 , (ii) (x
2
+1)y``+xy`-y=0 

y =(1+x ٛٞ ؽَ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ  
2
)

p
,y(0)=1 ثشٖٛ إٔ  (2

 

(1+x
2
)y` = 2xpy 

x=0 أٝعذ ؽٍِٞ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ اُزب٤ُخ ؽٍٞ اُ٘وطخ اُؼبد٣خ  (3  

1) y`` + y = e
2x

 

2) y`` + 2y` + y = sinx 

3) y`` - xy` = 0 

4) (1+x
2
)y`` + 2xy` -2y = 0 

(2)ٓضبٍ  

 يعادنح هيشيد انرفاضهيح

y`` -2xy` + λy = 0 … (1) 

ٝاػؼ إٔ  x=0  ٗوطخ ػبد٣خ 

  2 1

2 1 0

1 2 0n n n

n n n

n n n

n n c x x nc x c x
  

 

  

      

   2

0 0 0

1 2 2 0n n n

n n n

n n n

n n c x nc x c x
  



  

       

    2

0

1 2 2 0n

n n

n

n n c n c x






       

 

  
2

2
...(2)

1 2

n

n

n c
c

n n
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2 3 1

4 2 5 3

4 5 1

2
, ,

2.1 3.2

4 6
,

4.3 5.4

4 6 2
,

4! 5.4

c c c c

c c c c

c c c c



 

   


  

 
 

   
 





 

  

    

    
 

    
 

2 4

3 5

1

2

1

2 1

1

1

4
1 ...

2! 4!

2 6 2
...

3! 5.4

2

1 2 2 ... 2 2
2 !

2 1 1 2 ... 1 2 2
2 1 !

n
n

n

n
n

n

y c x x

c x x x

p

x
y c p p p n

n

x
c x p p p n

n

 

  









  
    

 

   
    

 



 
         

 

 
          









 

 كثيشج حذود هيشيد

2pؽ٤ش  λ=2p  ٝرظجؼ

pc   

لإ٣غبد ًض٤شح ؽذٝد ٤ٛشٓذ ٗخزبس  

  

 
21 2

2 2

n

n

n n c
c

n p

 



 

     

 
2 2 2

1 1 2 1 !2

4 2 2 1! 2 !

p p

p

p

p p c p p p
c

p
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2

4

2 2

4 4

2 3

8

1 2 3 !2 1 !2

2 2 2 ! 2 2! 4 !

p

p

p p

p p c
c

p p p p

p p





  
 

   


 

 

 

 
2 2

1 !2

2 ! 2 !

k p

p k k

p
c

k p k






 

  

 
   

 

2
[ \2]

k=0

1 ! 2

! 2 !

k p k
p

p

p x
H x

k p k








 

:
2

12
:

2

p
p even

p

p
p odd


 

     


 

 (3)ٓضبٍ

 يعادنح نيجنذس انرفاضهيح

Legendre Differential Equation:- 

(1-x
2
)y``-2xy`+ p(p+1)y = 0 …(1) 

 x=0 ٗوطخ ػبد٣خ      

     2 2 1

2 1 0

1 1 2 1 0n n n

n n n

n n n

x n n c x x nc x p p c x
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     2

2 2 1 0

1 1 2 1 0n n n n

n n n n

n n n n

n n c x n n c x nc x p p c x
   



   

          

= 
0k





 [(k+1)(k+2)ck+2-(k(k-1)+2k-p(p+1))ck]x
k
=0 

   

  

  

  
2

1 1 1
...(2)

1 2 1 2
k k k

k k p p p k p k
c c c

k k k k


      
 

   
 

    

  

    

  

    

      

       

1

2 3

2 3

4 5

2 1

4 5

2 4

1

3 5

2 1

1 1 2
;

2! 3!

2 3 3 4
;

4.3 5.4

2 1 3 3 1 2 4
;

4! 5!

1 2 1 3
1 ...

2! 4!

1 2 3 1 2 4
...

3! 5!

p p c p p c
c c

p p c p p c
c c

p p p p c p p p p c
c c

p p p p p p
y c x x

p p p p p p
y c x x x

    
 

     
 

      
 

    
    

 

      
    

 



 

كثيشج حذود نيجنذس  

 

 

 

 
2

1 2

2

2 !
p p

put k p in

p
c

p
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2

2

2

4

2

1 1 2 2 !

2 2 1 2 1 ! 2 !

2 3 1 2 4 !

4 2 3 2 2! 2 ! 4 !

1 2 2 !

2 ! ! 2 !

p

p p

p

p p

k

p k p

p p c p
c

p p p

p p c p
c

p p p

p k
c

k p k p k









   
 

  

    
 

  

 


 

 

 
     

   

2
[ \2]

k=0

1 2 2 !

2 ! ! 2 !

k p k
p

p p

p k x
P x

k p k p k


 


 

 

صيغح سودسيغ                        

 

   
 

 

2 2 1 2 2 1

1

2

2

2 2 ...

2 2 !
2 2 ... 2 1

2 !

p p k p p k

p p

p k

p k

d x d x
p k

dx dx

p k x
p k p k x

p k

   







   


    



 

  
   

 

2 2

[ \2]

k=0

1

2 ! !

k p k

p

p p

d
x

dxP x
k p k







 

 
   

 

2[ \2]

k=0

1 !1

2 ! ! !

p kk
p p

p p p

p xd
P x

p dx k p k







 

   21
1

2 !

0,1,2,3,...

p
p

p p p

d
P x x

p dx

p
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p0(x) =1  

p1(x) = x   

p2(x) =(3x
2
-1)/2 

p3(x) =(5x
3
-3x)/2 

 (4)ٓضبٍ

 1[4]يعادنح نيجنذس انرفاضهيح انًصاحثح 

 

     

   

 

   





       



  
       

 

  

2

2 2
2

2 2

2

(cot ) cos 0 1

cos

1 2 1 0...(2)
1

, 1

r ec

s

d d m
s s k k

ds ds s

r m k k

 

  m = 0 رخزضٍ إ٠ُ ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس ػ٘ذٓب  

(1-s
2
)Φ`` - 2s Φ` + k(k+1)Φ = 0 … (3) 

 ٝؽِٜب ًض٤شح ؽذٝد ٤ُغ٘ذس ؽغت ط٤ـخ سٝدس٣ؾ

     21
1 ... 4

2 !

p
p

p p p

d
P s s

p ds
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 ُ٘ؾظَ ػ٠ِ دٝاٍ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ

         , cos sin cos 5mm
k m kP P 

      

         





         

          

22

1

2 1 1

2 2 1 1 0

m
m

m

m m

d
s k k s

ds

m s k k m m

  

ثؼشة اُطشك٤ٖ ك٢   2 21
m

s 

         

         

  
     

        

1 2 12 22 2

2 2

1 2 2 1

1 1 1 0 6

m m
m m

m
m

s m s s

s k k m m

 

       

         

         



 

  

      

       

2 2

112 22 2

1 12 2 22 2

1 7

1 1

1 1 1

m
m

m m
m m

m m
m m

put g s s

g s s ms s

s g s ms s

 

            

         

  




       

         

1 2 12 2 22 2

112 2 22 2

1 1 2 1

1 1 1 1

m m
m m

m m
m m

s g s m s s

ms s m s m s
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2 2 2

12 22

2

2

2

2
2

2

1 1 1 1

1 1 1

1 2 1 1

1 1
0

1

1 2 1 0
1

m
m

m
m

s g s m m k k

m s m s

s g s sg s m m k k g s

m m s g s

s

m
s g s sg s k k g s

s

 

 اُذاُخ g(s)  رؾون ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ (2) 

         , cos cosm

k m kg s P P 

انفصم انثاني 

 4[2] انحهول حول اننقاط انشارج

(2)رؼش٣ق   

a2(x) y
``
+a1(x) y

`
 +a0 (x) y = 0….(1) 

ٗوطخ شبرح (1)   ك٢ ٓؼبدُخ  a2(x0) = 0  :  x = x0 رغ٠ٔ اُ٘وطخ 

(3)رؼش٣ق   

:ػ٠ِ اُظٞسح  (1)إرا ًزج٘ب أُؼبدُخ   

 y`` + p(x)y` + q(x)y = 0 كئرا ظٜش اُؼبَٓ (x-x0) ػ٠ِ الأًضش 

 ٖٓ اُذسعخ الأ٠ُٝ ك٢ ٓوبّ P(x) ٝػ٠ِ الأًضش ٖٓ اُذسعخ اُضب٤ٗخ ك٢

 ٓوبّ x=x0 , q(x) : رغ٠ٔ ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ ٓب ُْ ك٢ٜ ٗوطخ شبرح 

.ؿ٤ش ٓ٘زظٔخ  
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(5)ٓضبٍ  

: ٛٔب ٗوطزبٕ شبرربٕ ُِٔؼبدُخ  x =±2 ٕٝاػؼ أ  

(x
2
 – 4 )

2
 y`` + (x-2)y` + y = 0 

      
2 2 2

1 1
0

2 2 2 2
y y y

x x x x
   

   
 

 x=2 ٓ٘زظٔخ,لإٔ x-2 ٣ظٜش ػ٠ِ الأًضش ٖٓ اُذسعخ الأ٠ُٝ ك٢ ٓوبّ               

 . q(x) ّٝػ٠ِ الأًضش ٖٓ اُذسعخ اُضب٤ٗخ ك٢ ٓوب P(x)   

              P(x) ّ٣ظٜش ٖٓ اُذسعخ اُضب٤ٗخ ك٢ ٓوب(x+2)ٕؿ٤ش ٓ٘زظٔخ لأ x=-2 

 ذًاسين

 ٝػؼ اُ٘وبؽ اُشبرح أُ٘زظٔخ ٝ ؿ٤ش أُ٘زظٔخ

1) x
2
(x+1)

2
y`` + (x

2
-1)y` + 2y = 0 

2) x
2
y`` + xy` + y = 0 

3) xy`` + y` + xy  = 0 

(كشع كشث٤٘ٞط: )(2)ٗظش٣خ   

 

كؼ٠ِ الأهَ ٣ٞعذ (1) ٢ٛ ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ ُِٔؼبدُخ  x= x0 إرا ًبٗذ 

 ؽَ ٝاؽذ ػ٠ِ طٞسح ٓزغِغِخ هٟٞ

   
0

r n

n

n

y x x c x x




     

 ٝإرا ًبٗذ x0=0 كئٕ 

0

n r

n

n

y c x






  

:ٝٛ٘بُي صلا صٚ ؽبلاد ٝكن عزٝس أُؼبدُخ ا٤ُٔٔضح  

: أٝلا  
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 r1≠r2 ٝاُلشم ث٤ٜ٘ٔب لا ٣غب١ٝ ػذد طؾ٤ؼ كئٗٚ ٣ٞعذ ؽلإ ٓغزولإ

1

1

0

, 0
n r

n n

n

y c x c






  

2

2

0

, 0
n r

n n

n

y b x b






  

:صب٤ٗب  

: اُلشم ث٤ٖ اُغزس٣ٖ ػذد طؾ٤ؼ ٓٞعت كئٗٚ ٣ٞعذ ؽلإ ٓغزولإ

1

1

0

, 0
n r

n

n

y c x c






   

y2= cy1(x) lnx + 2

0

, 0
n r

n n

n

b x b






   

:صبُضب  

 r = r1 = r2,  عزس ٌٓشس  : كئٗٚ ٣ٞعذ ؽلإ ٓغزولإ

1

0

, 0n r

n

n

y c x c






   

y2= y1(x) lnx +
1

, 0n r

n n

n

b x b






 

(6)ٓضبٍ   

  أٝعذ ؽَ أُؼبدُخ

3xy``+ y` -y =0  
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ع٘لزشع إٔ اُؾَ : اُؾَ   

0

n r

n

n

y c x







 

  1

0

n r

n

n

y n r c x


 



  
 

   2

0

1 n r

n

n

y n r n r c x


 



     

3
 

   2

0

1 n r

n

n

x n r n r c x


 



      1

0 0

0n r n r

n n

n n

n r c x c x
 

  

 

     

   1

0

3 3 2 n r

n

n

n r n r c x


 



    
0

0n r

n

n

c x






  

   1

0 0

3 3 2 0r n n

n n

n n

x n r n r c x c x
 



 

 
    

 
    

    1 1

1 0

3 2 3 3 2 0r n n

n n

n n

x r r c x n r n r c x c x
 

 

 

 
      

 
  

ك٢ اُضب٤ٗخ   k n 1k ٝ ك٢ أُزغِغِخ الأ٠ُٝ n   ػغ

    1

1

0

3 2 1 3 3 1 0r k

k k

k

x r r c x k r k r c c x








 
          

 
 

 ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ أُؼبدُخ ا٤ُٔٔضح        r(3r-2)c0 = 0, c0 ≠ 0       اُغزسإ

    r=2/3  ,  r=0ٝثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ثبُظلش  
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1

1

1

1
1 2

3

1 3 3 1 0

, 0,1,2,...
1 3 3 1

2

3

1 3 5

,
1.5 2.8 2!.5.8

,...,
3!.5.8.11

!.5.8.11... 3 2

k k

k
k

k
k

n

k r k r c c

c
c k

k r k r

i r

c
c

k k

c c c
c c

c
c

c
c

n n







     

 
   




 

  






 





 

 

  

 

1

1
1 2

3

0

1 3 1

,
1.1 2.4 2!.1.4

,...
3!.1.4.7

!.1.4.7... 3 2

k
k

n

ii r

c
c

k k

c c c
c c

c
c

c
c

n n






 

  






 





 

 
1

2

3
1

0

n r

n

n

y c x c x






      

2\3

1 !.5.8.11... 3 2

n

n

c x

n n
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2 0

2

0

n r

n

n

y c x c x






     1 !.1.4.7... 3 2

n

n

c x

n n



 
 

  

y = c1y1 + c2y2 

( 7)ٓضبٍ   

xy`` + 3y` - y = 0 … (1) 

    ٝاػؼ إٔ  x=0. : ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ ٝ رظجؼ أُؼبدُخ 

    

    

      

1 1

0 0 0

1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 0

1 3 0

1 3 0

1 1 3 0

n r n r n r

n n n

n n n

r n n n

n n n

n n n

r n n n

n n n

n n n

n r n r c x n r c x c x

x n r n r c x n r c x c x

x r r c x n r n r c x n r c x c x

    

  

 

  

  

  

      

 
       

 

 
        

 

  

  

  

    

    1

1

0

2 1 3 0r k

k k

k

x r r c x k r k r c c x








 
          

 
 

 r(r+2)=0  ,   r = -2  , r = 0: عزٝس أُؼبدُخ ا٤ُٔٔضح 
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 ٝثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ثبُظلش

  

  

 

  

 

1

1

1

1
1 2

3

1 3 0

, 0,1,2,...
1 3

0

1 3

2 2
,

1.3 3! 2.4 2!.4!

2
,...,

3!.5!

2

! 2 !

k k

k
k

k
k

n

k r k r c c

c
c k

k r k r

i r

c
c

k k

c c c c
c c

c
c

c
c

n n







     

 
   




 

   






  





   

 1

0 0

2

! 2 !

n
n r

n n

c x
y c x

n n

 


 

 


  
 

 

  

2

2 1

0

31
2 1

0

41 1
2 1 2

0

ln

ln 2

ln 2 2 3

n

n

n

n

n

n

n

n

n

y y x b x

y
y y x n b x

x

y y
y y x n n b x

x x













 

    


      







 

 :٣٘زظ  (1)  ك٢ ٓؼبدُخ y``2,y`2,y2ٝثبُزؼ٣ٞغ ػٖ ه٤ْ 
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31
1 1 1

0

3 2

0 0

3 21
1

0 0

1

0

1

1

0

ln 3 2 2 2 3

3 2 0

2 2 2 0

2

! 2 !

2

! 2 !

n

n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

n

n

y
x y y y y n n b x

x

n b x b x

y
y n n b x b x

x

x
y

n n

nx
y

n n





 

 

 

 







        

   

     




 




 

 







 

   

 

   
 

 

 

1 1

0 0

3 2

0 0

1

3 2

1

0

3 2

2 1

4 4

! 2 ! ! 2 !

2 0

4 1
0 2

! 2 !

2 0

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

n n

n n

n n

nx x

n n n n

n n b x b x

n x
b x b b x

n n

n n b x b x

  

 

 
 

 


 



 
 

 

  
 

  


    



   

 

 



 

 

 

  k-1

1 k+2 k+1

1 k+2 k+1

1

  4(k+1)  
+k(k+2)b -b x 0

k!(k+2)!

  4(k+1)  
, +k(k+2)b -b 0

k!(k+2)!

0, 2, 2

b b

b b

k b b
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k+1

2

2
3

3 2
4

2 1 2

2 1 1 2 3 4

2 1 22 2
2 1 2

  b     4(k+1)  

k(k+2) k!(k+2)!k k+2

4
1;

3 9

1 25
2; ,...

8 32 24 288

ln ...

4 25
ln 2 2 ...

3 9 24 288

kb

b
k b

b b
k b

y y x b x b x b b x b x

b b
y y x x x b x x



 

 

 

  

    

     

   
           

   



 

 (8)ٓضبٍ 

xy`` + y` - 4y = 0 … (1) 

ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ ٝرظجؼ أُؼبدُخ     x=0 ٝاػؼ إٔ 

    

 

 

 

 

1 1

0 0 0

2 1

0 0

22 1 1

1 0

22 1

1

0 0

22 1

1

1 4 0

4 0

4 0

1 4 0

1 4

n r n r n r

n n n

n n n

r n n

n n

n n

r n n

n n

n n

r k k

k k

k k

r k

k k

n r n r c x n r c x c x

x n r c x c x

x r c x n r c x c x

x r c x k r c x c x

x r c x k r c c x

    

  



 

 

 





 





      

 
   

 

 
    

 

 
     

 

    
 

  

 

 

 






0

0
k 

 
 

 


 

,r = 0 عزسا أُؼبدُخ ا٤ُٔٔضح ٌٓشس ٝثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ثبُظلش 
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2

1

1 2

1 2

2

1 4 0

4

1

0

4

1

4

!

k k

k
k

k
k

n

n

k r c c

c
c

k r

r

c
c

k

c c
n







   


 






 

 

 
1 2

0

2 1

1

4

!

ln

n n

n

n

n

n

x
y

n

y y x b x







 




 

 

11
2 1

1

21 1
2 1 2

1

ln

ln 2 1

n

n

n

n

n

n

y
y y x nb x

x

y y
y y x n n b x

x x









   


     





 

   :٣٘زظ  (1)  ك٢ ٓؼبدُخ y``2,y`2,y2ٝثبُزؼ٣ٞغ ػٖ ه٤ْ 

    1

1 1 1

2

1

1 0

2 1

1

1 0

ln 4 2 1

4 0

2 4 0

n

n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

x xy y y y n n b x

nb x b x

y n b x nb x
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1 2
0

1
2 1

2
0 1 0

1
2 1

1 2
2 2 0

21

1 12
1

4

!

.4 .
2 4 0

!

.4 .
8 2 4 0

!

1
8 2.4 1 4

1 !

n n

n

n n
n n

n n

n n n

n n
n n

n n

n n n

k k

k k

k

x
y

n

n x
n b x b x

n

n x
b n b x b x

n

k
b k b b x

k






  




  









   

    

 
     
    



  

  





 

 

k+1

k
1 22

1 2 1 3 2

2 3

2 1

 4 b    2. 4   

(k+1) (k+1) k+1 !

4 32 176
8, 4 12,

9 27 27

176
ln 8 12 ...

27

kb

b b b b b

y y x x x x

  
  

         

    

 

داُخ هبٓب  (4)رؼش٣ق 

رؼشف داُخ هبٓب ثبُزٌبَٓ 

 


   
1

0

x tx t e dt   

 ثشٖٛ إٔ     : (9)ٓضبٍ 

      1 !n n 

 ػٖ ؽش٣ن اُزٌبَٓ ثبُزغضئخ :اُؾَ
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1

0

1 2

1 11

0 0

, 1

,

. 1

1 1 1 2 2

1 2 ...3.2.1. 1 !

n t

n n

t t

nt n t

n t e dt

u t du n t dt

dv e dt v e

n e t n t e

n n n n n n

n n n n

 

 (10)ٓضبٍ

 ٓؼبدُخ ثغَ اُزلبػ٤ِخ

x
2
y`` + xy` + (x

2
 –m

2
)y = 0  …(1) 

 x = 0.  ٗوطخ  شبرح 

    

     

2 2

0 0 0 0

22 2 2 2

1 0

1 0

0... 2

n r n r n r n r

n n n n

n n n n

r n n

n n

n n

n r n r c x n r c x c x m c x

x r m c n r m c x c x

   
    

   

 


 

       

           

   

 

 

r
2
 –m

2
 = 0 ; r1 = m , r2 = -m 

(i) r = m 
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2

1 0

2

1 2

0

1 1 3 5

2 0

1 2 2 2 2 0

1 2 0, 0 ...

r n n

n n

n n

r k

k k

k

x n n m c x c x

x m c x k k m c c x

m c c c c

 


 








 
    

 

 
          

 

     

 

 

  
 

 

2

2 2 22

1
... 3

2 2 2

2 2

1

2

k k

n n

c c
k k m

k n

c c
n n m








  

 






 

 

 

 

  

 

    

2 2

2

4 22 4

2 2

1

2 1

11

2 2 2 2 2! 1 2

1

2 ! 1 2 ...

n

n n

c c
m

c c c
m m m

c c
n m m n m







 

  




  







 

صبثذ  اخز٤بس١ ػ٤ِٔب ُٚ ه٤ٔخ                                
 
1

2 1 2m
c

m


 
 

 

     

 

 

 

 
 

2 2

2 2

2

0

1

2 ! 1 1 2 ...

1

2 ! 1

1
2

! 1

n

n n m

n

n n m

n m
n

m

n

c
n m m m n m

c
n n m

x

y J x
n n m
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(ii) r = -m  

 

 
 

   

2

0

1 2

1
2

! 1

n m
n

m

n

m m

x

y J x
n n m

Y c J x c J x











 
  

  
  

 

 

( 11)ٓضبٍ 

x
2
y`` + xy` + (x

2
 –

 
1/2

2
)y = 0  …(1) 

 (3 )  ٢ٛٝ ؽبُخ خبطخ ٖٓ ٓؼبدُخ ثغَ ٝ ثبُزؼ٣ٞغ ك٢ ك٢ اُظ٤ـخ اُزٌشاس٣خ

 ك٢ أُضبٍ اُغبثن ػٖ 

  

 

2

2

2

2
4

1

2

1

2 2 2

1

2

3!

5.4 5!

k k

k

m

c c
k k m

ck c
k k

c
c

c c
c










  










 





 

2 4 6

1

3 5 7

1

1

1 ...
3! 5! 7!

...
3! 5! 7!

sin

x x x
y c x

c x x x
y x

x

c
y x

x
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2 1 2

1

a x dx
e dx

y y
y


    

2

2 2

sin sin sin
cos .cot

sin

dx

xx e dx x x
y ec xdx x

xx x x

x


      

  
2

cos x
y

x
  

   
sin cosx x

y A B
x x

   

 ذًاسين

             ثشٖٛ                                

(i) xJm` = mJm – x Jm+1 

(ii) xJm` = xJm-1 - mJm  

(iii) xJm+1 –2mJm + xJm-1 

(iv) J1/2 = (2/πx)
1/2

sinx 

(v) J-1/2= (2/πx)
1/2

cosx 

(vi) 
!2

)!12(
)!

2

12
(

12 h

hh
h




   

(vii) 
22

2 1

2 1

0

2 ! !
cos

(2 1)!

k
k

k

k k
I dx

k





   
  

(viii) 
2

2 2

2 ,2 2 2

0

(2 )! (2 )!
2sin cos

2 !( )! !2

h k

h k h k

h k

I dx
h h k k
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(  3)نظشيح 

 Beta Function :دانح تيرا

1

1 1

0

(1 ) ( ; )

( ) ( )
( , )

( )

I x x dx B

B

   

 
 

 

   

 

 


 

اُجشٛبٕ 

dxcoxI kh

kh  

 
1212

2

0

12;12 sin



 

:  كبٕ (viii)ُذ٣٘ب ٖٓ اُزٔبس٣ٖ الأخ٤شح كوشح 

 2 ;2 2 2

(2 )! (2 )!
2 ... 1

2 !( )! !2
h k h k

h k

I
h h k k






 

122   ػغ                                                 kk , 122  hh    

1212
12;12

2)!
2

12
()!

2

222
()!

2

12
(2

)!12(
2

)!12(


 




kh

kh kkhh

kh

I



 

:  كبٕ (vi)ُٝذ٣٘ب ٖٓ اُزٔبس٣ٖ الأخ٤شح كوشح 

!2

)!12(
)!

2

12
(

12 h

hh
h
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!2

)!12(
)!

2

12
(

12 k

kk
k




 
 

 

 

1

1 1

0

(1 )I x x dx    

      ػـــــــــغ
2sin

2sin cos

x

dx d



  




                  

   

 
2

2 2 2 2

0

2 in cos sin cos ... 3I s d



        

2
2 1 2 1

0

2 sin cosI d



      

 (2)ُٝذ٣٘ب ٖٓ 

)!1(2

!!
12;12




kh

kh
I kh

 

1h        ٝ     1ػغ                                              k 

                            1212  h       1212  k 

 2 1;2 1

! !
... 2

2( 1)!
h k

h k
I

h k
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)!1(2

)!1()!1(
12,12




 




I 

: كبٕ   (3)ٖٓ ٓؼبدُخ 

2 1,2 1

2( 1)!( 1)!
2

2( 1)!
I I  

 

 
 

 
 

 
 

)!1(

)!1()!1(









 

)(

)()(








 

       ثشٖٛ إٔ( 12)ٓضبٍ

1

2


 
   

 
  

ثٞػغ  
1

2
 ٣٘زظ  (3)ك٢ أُؼبدُخ     

1

2


 
   

 
 

 13ٓضبٍ 

ثشٖٛ إٔ  




 
2

0
2

se ds 
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اُجشٛبٕ 

 

     



 



 

 



 









2

1

0

2

2 1

0

2

1

2

x t

x s

x t e dt

put t s

x s e ds

put x

   





















 
   
 

 

 







2

2

2

0

0

1

2

2

2

s

s

s

e ds

e ds

e ds

 

( ط٤ـخ هبٓب اُزٌب٤ِٓخ  ) (5)رؼش٣ق 

رؼشف داُخ هبٓب ٖٓ خلاٍ اُزٌبَٓ ا٥ر٢ 

  1

0

...(1)z tz t e dt



    

( ط٤ـخ ٣ُِش ُذاُخ هبٓب  ) (6)رؼش٣ق 
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!.
, ...(2)

1 2 ...

1,2,3,...

zn n
z n

z z z z n

n

 
  



 

 (4)ٗظش٣خ 

.  اُغبثو٤ٖ ٓزٌبكئبٕ 3 ٝ 2ط٤ـزب هبٓب ك٢ رؼش٣ل٤ٖ 

اُجشٛبٕ 

 ُذ٣٘ب , اٗطلاهبً ٖٓ ط٤ـخ ٣ُِش 

 
1

1

1 1
, 1 1

1

z zn

r

n z
z n

n z r r





      
         

       
 

 1

2 3

11 1
1 1 1

2

z
z zz

O
r r r r


     

         
     

 

  ػ٘ذٓب  رظجؼr  ًج٤شح كئٕ ؽبطَ اُؼشة اُلاٜٗبئ٢ ا٥ر٢

1

1

1 1
1 1

z

r

z

z r r





    
     

     
 

ٗؾٞداُخ رؾ٤ِ٤ِخ - ك٢ اُ٘طبم أُـِن أُؾذٝد  – ٣زوبسة ٓطِوبً ثبٗزظبّ 

       , uniformalyz n F z z   

ًب٥ر٢  
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1

1

0

1

0

1

0

, 1

, 1

,

,

nz z

nn

z

n z t

n

z n n T T dT

t
z n t dt

n

z n t e dt

z n z







  



  

 
   

 

 

 







 

 Digamma Function                                               (7)رؼش٣ق

أ١ إٔ  , ٝرؼشف ػ٠ِ أٜٗب رلبػَ ُٞؿبس٣زْ داُخ هبٓب 

   
 

 
log ...(1)

zd
z z

dz z



  


 

ٝإرا ًبٗذ  ػذد طؾ٤ؼ ٓٞعت كئٕ  

 
1

1

1
...(2)

n

k

n
k

 




 
  

 
 

:                                                                   لاؽع 1    

 ( ثاتد يهُش )(  8)رؼش٣ق

٣ؼشف صبثذ ٣ُِش ًب٥ر٢  

1

1
lim ln ...(3)

k

n
n

k
n
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 (5)ٗظش٣خ

 : صبثذ ٣ُِش ٣ؼُط٠ ٓ٘خلاٍ أُزشاعؾخ 

0 1  

اُجشٛبٕ 

ػغ  , لإ٣غبد صبثذ ٣ُِش 

 1

1 1 1
1 ... log

2 3

1
log 1 log

1

1 1
log 1 0

1 1

n

n n

u n
n

u u n n
n

n n



     

    


 
    

  

 

2 3

1 1 2 1

2 3

1 2 1

...

...
2 3

n n

n

n

n

dt dt dt dt
I

t t t t

dt dt dt

n





    

   

   

  

 

2 3

1 1 2 1

1 1 1
... ;...( )

2 3

...
1 2 1

1 1 1
1 ... ;...( )

2 3 1

n n

n

I i
n

dt dt dt dt
I

t n

I ii
n
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1

1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... ...

2 3 1 2 3 1

1 1 1 1 1
1 ... 1

2 3 1

n

n

dt

n t n n

dt

n t n n

          
 

 
          

 





 

1
1

1
1

0 1

lim 0.5772

n

n

n

n
n

u
n

u
n

u
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 14ٓضبٍ 

   إرا ًبٕ                                               
2

2 2
1

sin 1
k

z
z z

k





 
  

 
 

ثشٖٛ إٔ                                                     
   

1 sin

1

z

z z






  
  

اُجشٖٛ ُذ٣٘ب ٖٓ ط٤ـخ ٣ُِش  

 
    

 
 

1

!.
,

1 2 ...

1
1 1 ... 1

, 2

1

z

z

n
z

k

n n
z n

z z z z n

z z
n z z

z n n

z
n z

k







 
  

   
       
    

 
  

 


 

اُؼشة اُلاٜٗبئ٢ 
1

1
k

z

k





 
 

 
 ٝٗغزؼ٤ٖ ثبُؼبَٓ اُزٌب٢ِٓ ,  ٣زجبػذ

z

ke
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1 1 1
1 ... ln

2 3

1

1

1
1

,

1
1

znz n
n k

k

z

z k

k

z
ze e

z n k

z
ze e

z k



 
      

 








  
   

   

  
   

   





 

 .رزوبسة 

 

   

   

1

1

1 1

2

2
1

1
1

1 1
1

1

1
1 1

1

sin
1

z

z k

k

z

z k

k

z z

k k

k k

k

z
ze e

z k

z
e e

z z z k

z z
z e e

z z k k

z z
z
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 ذًاسين

ثشٖٛ إٔ  (1
2

2 2
1

sin 1
k

z
z z

k





 
  

 
 

ثشٖٛ إٔ  (2
1

2


 
  
 

 

ثشٖٛ إٔ  (3 
22 ! 1

2 !
2

n n
n n



 
   

 
 

إرا ًبٗذ  (4   
 

 
log

zd
z z

dz z



  


  ثشٖٛ إٔ 
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1

) 1 cot

1 1 1
)

k

i z z z

ii z
z k k z

   

 




  

 
     

 


 

  15ٓضبٍ 

 ٓؼبدُخ الاُزوبء  كٞم اُٜ٘ذع٤خ

The Conflict Hypergeometric Differential Equation.[3]2 

   0 1xy x y y      

 
 x=0  ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ 

0

n r

n

n

y c x






 

 
     1

0

[ 1 ] n r

n

n

n r n r n r c x


 



      

 
0 0

0n r n r

n n

n n

n r c x c x
 

 

 

     

    1

0 0

1 0r n n

n n

n n

x n r n r c x n r c x 
 



 

 
        

 
    

      

       

1 1

1 0

1 2

1

0

1 1 0

0; 1

1 0 2

r n n

n n

n n

r k

k k

k

x r r c x n r n r c x n r c x

r r

x k r k r c k r c x
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1
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3
1
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k
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k k











 

 

 

  1
1

c c



  

 

 

  

 2 1

1 1

2! 1 2! 1
c c c

  

  

 
 

 
 

    

    

   

   

1 2 ... 1

! 1 2 ... 1

!

n

n

n
c c

n n

n
c c

n n

   

   

 

 

   


   

  


  





 

 

 

 

 

   

1

n=0

1 1

!

, , 4

nn x
y

n n

y F x

 

 

 

  

  




 

 

 

  

2

1

1

1

1 2
k k

ii r

k
c c

k k



 




 

  


  

 

 :  (5) ٓغ (3) ٣٘زظ ثٔوبسٗخ

2

1
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2 1

1 ! 2
n

n
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n n

  

  

     

     

 

 

 

 

 

 

1

2

n=0

1

2 2

2 1
; 1

1 ! 2

1,2 ,

nn x
y x c

n n

y x F x





  

  

  






     
 

     

   

 
 

(16)ٓضبٍ  

 Hypergeometric [3]1                        حأُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ كٞم اُٜ٘ذع٢

 

     1 1 0 1x x F x F F             

0

n r

n

n

F c x






  
  ٝاػؼ إٔ x = 0                      ٗوطخ شبرح ٓ٘زظٔخ ٝٗلشع

     

     

1

0 0

1

0 0 0

1 1

1 0

n r n r

n n

n n

n r n r n r

n n n

n n n

n r n r c x n r n r c x

n r c x n r c x c x   

 
  

 

  
   

  

      

       

 

  
  

     

    

0

1

0

( 1 1

1 ) 0

r n

n

n

n

n

n

x n r n r n r c x

n r n r n r c x

  












          

         




  

x
r
[(-r(r-1)- rγ)c0x

-1
+

0k 

 [(k+r)(k+r-1)+(α+β+1)(k+r)  

+αβ]ck
 
-  [(k+r+1)(k+r) +γ(k+r+1)]ck+1]x

k
 = 0…(2) 
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r1 = 0 , r2 = 1- γ 

(i) r1 = 0  

 

  

   

  1 ...(3)
1 1

k k k

k k k k
c c c

k k k k

    

 


            
   

 

 
  

  

 

   

 

     

  

         

    

1

2 1

3

1

1 1 1 1

2 1 2! 1

1 2 1 2

3! 1 2

1 2 ... 1 1 2 ... 1

! 1 2 ... 1
n

c c

c c c

c c

n n
c c

n n





     

  

     

  

       

   



   
 

 

   


 

       


   









 

     

     
...(4)

!
n

n n
c c

n n

  

  

    


   
 

     

     

   

1

0 0

1 1

!

, , , 5

n r

n

n n

n n
F c x c

n n

F F x

  

  

  




 

    
 

   



 
  

(ii) r2 = 1- γ,  

     (2) = [(k-+1)(k-γ)+ (α+β+1)(k-γ+1)+αβ]ck  

– [(k- γ +2)(k+1- γ) +γ(k- γ +2)]ck+1= 0 
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1

1

1 1

1 2

1 1
...(6)

1

k k

k k

k k
c c

k k

k k
c c

k k

    



   







        
  

       
 

 

٣٘زظ  (6)ٓغ  (5)ٝثٔوبسٗخ 

, β=β-γ+1 , α=α-γ+1 ,γ=2-γ  r2 =1-γ 

٣ٝظجؼ اُؾَ  

 1

2 1 1, 1,2 ,F x F x           

(17)ٓضبٍ  

ٓؼبدُخ لاهٞس١ أُظبؽجخ  

The Associated Laguerre Differential Equation   

xy``+ (m+1-x)y` + ny = 0  … (1) 

 اُؾَ

  ثبُٔوبسٗخ ٓغ ٓؼبدُخ الاُزوبء اُغبثوخ

   0 2

1

xy x y y

n

m

 





    

 

 

 

ٝثٔب إٔ ؽَ ٓؼبدُخ الاُزوبء ٛٞ  
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!

nn x
y F x
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F1 (-n , m+1,x) =
 

 

 

 k=0

1
...(4)

! 1

km k n x

n n k m

   

    
 

Γ(k-n) =(k-n-1)!= (k-n-1)(k-n-2)…(k-n-(k-1))! 

= (k-n-1)(k-n-2)…(2-n)(1-n)(-n) Γ(-n) 

= (-1)
k
 Γ(-n)n(n-1)…(n-k+2)(n-k+1)(n-k)!/(n-k)!  

Γ(k-n) = (-1)
k
 n! Γ(-n) / (n-k)!  …(5) 

: ٣٘زظ (5)ك٢  (4) ثزؼ٣ٞغ 

  F1 (-n , m+1,x)= 
 

   

   k=0

1 !!

! ! !

k kn n xm

n k n k k m

  

   
 

 F1 (-n , m+1,x)    = 
 

   k=0

1 ! !

! ! !

k kn m x

k n k k m



 
  =Lm,n(x) 
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 انفصم انثانث

 انذانح انًونذج

 6[1]اُذاُخ أُُٞذح ٌُض٤شح ؽذٝد ٤ُغ٘ذس  (6)ٗظش٣خ 

   
1

2 2

n=0

1 2 n

nxt t P x t




   

ثبعزخذاّ ٓلٌٞى راد اُؾذ٣ٖ : اُجشٛبٕ   
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2
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2 22
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0 1 2 3
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22 11 3
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x x x x
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p ppxt t t x t   
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2 5 2 3 21 3
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2 2 2 2! 1 !

p p

p

p x p p x

p p

p p p x

p





  




  
 



 

 

 

 

   

 

   

2 4

2

2 ! 2 2 ! 2 4 !
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k=0

1 2 2 !

2 ! ! 2 !

k p k
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p p

p k x
P x

k p k p k


 


 

 

(7)ٗظش٣خ [5]1 

اُذاُخ أُُٞذح ٌُض٤شح ؽذٝد ٤ٛشٓذ 

 
 

22

0 !

p
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 اُجشٛبٕ

t ٝاُز٢ رظٜش كوؾ ك٢ اُؾذ P ٝاُؾذٝد الأد٠ٗ ُٔلٌٞى
p
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p
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(18)ٓضبٍ  

ثشٖٛ ًض٤شح ؽذٝد ٤ٛشٓذ 
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1
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e
H x e
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ُذ٣٘ب اُذاُخ أُُٞذح : اُجشٛبٕ  

       
22

0

, 1
!

p
xt t

p

n

t
K x t e H x
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 t ثبُ٘غجخ ُِٔزـ٤شٓشح   n    (1)ثبشزوبم ٓؼبدُخ 
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 لاؽع إٔ  
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 انفصم انشاتع

 انرعايذ

( 8)رؼش٣ق

   ٣وبٍ إٔ اُذاُز٤ٖ ٓزؼبٓذربٕ إرا ًبٕ اُؼشة اُذاخ٢ِ ُٜٔب 

 

     

, ,

, 0

b

a

f g c a b

f g f x g x dx



 
 

(8)ٗظش٣خ  

 ًض٤شح ؽذٝد ٤ٛشٓذ رؾون ػلاهخ اُزؼبٓذ

     

   
2 2 ! ;

0 ;

k
x

k j

k k j
e H x H x dx

k j








 



 

: ُذ٣٘ب ًض٤شح ؽذٝد ٤ٛشٓذ اُز٢ رؾون ٓؼبدُخ ٤ٛشٓذ ػ٠ِ اُ٘ؾٞ : اُجشٛبٕ 
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 ٌٗبَٓ اُزٌبَٓ الأٝعؾ ثبُزغضئخ
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dv xe v e

udv e H H H H dx

e H x H x e H x H x dx

 







 

     

  

    

   

 

 

 

 ثزـ٤٤ش j  ثذٍ k ك٢ (1) ٗؾظَ ثظٞسح ٓشبثٜخ ػ٠ِ

         

         

     

2 2

2

2

3

2 3 0

0, 4

x x

k j j k j

x

k j k j

x

k j

e H x H x e H x H x dx

e H x H x dx

e H x H x dx k j



 

 





  

    

 

 





 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

0 0

2 2

0 0

0
! !

0
! !

k j
x tx t sx s x

k j

j k

k j
x tx t sx s x

k j

j k

t s
e e e e H H

k j

t s
e e e dx e H H i

k j

 
   

 

   
   

  

 

 



 

  

   
 

 
 

2
2 2

0

0

2

!

!2
! !

k

x s tst st

k

k

k

k

st
e e d x s t e

k

st
k ii

k k

 



 
    







     





 

 
 

  (i) ٝ(ii)ثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ٖٓ رغب١ٝ 

   
2

2 ! ,x k

k je H x H x dx k k j
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(9)ٗظش٣خ   

 رؼبٓذ دٝاٍ ٤ُغ٘ذس

     
1

1

0, 1k jp s p s ds k j


   

 ؽَ ُٔؼبدُخ ٤ُغ٘ذس pk(s) ثٔب إٔ

(1-s
2
)Φ``-2sΦ +k(k+1)Φ = 0  

 ((1-s
2
)pk`)` + k(k+1)pk(s) = 0…(2)  

∫pj((1-s
2
)pk`)`ds + k(k+1)∫pj pk(s)ds = 0 

 اُزٌبَٓ الأٍٝ ثبعزخذاّ اُزٌبَٓ ثبُزغضئخ 

-∫(1-s
2
)pj`pk`ds + k(k+1)∫pj pk(s)ds = 0 …(3) 

 ثظٞسح ٓشبثٜخ

-∫(1-s
2
)pj`pk`ds + j(j+1)∫pj(s)pk(s)ds = 0 … (4) 

 [k(k+1)-j(j+1)] ∫pj(s)pk(s)ds = 0 

∫pj(s) pk(s)ds = 0       ,   j ≠ k   

(10) ٗظش٣خ  

  
1

2

1

2

2 1
kp s ds

k



  

 ُذ٣٘ب ٖٓ ط٤ـخ سٝدس٣ؾ

   21
1

2 !

k
k

k k k

d
P s s

k ds
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   2 1 2 !
k

k

k

d
s k

ds
 

 

 كئٕ

     

     

     

21 1 2
2

2 2

2

1 1

1 2
2 2

2

1

1 1

2

1 1

2 ! 1

1 1 1

2 ! 1 2 ! sin

k
k

k

k k

k
k kk

k

k
k

d
k p s ds s ds

ds

d
s s ds

ds

k s ds k d 

 



 

 
  

 

   

 

 



 

 

 
 

 

 

 

22 1 2 12 !2 2 !

2 2 1
2 1

k kk k

k k
k

k

 

 
 

  
 

 

   
 

 

 

22 11
2

2

1

1

2

1

2 !
2 !

2 1

2

2 1

k

k

k

k

k
k p s ds

k

p s d
k







 


 






 

 

 ذًاسين

ثشٖٛ إٔ ؽَ ٓؼبدُخ لاهٞس١  (1)

xy`` + (1-x)y` +py = 0             
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2

0

1 !

! !

n n

p

n

p x
y L x

p n n






 


                    

 

 2[5] ثشٖٛ اُذاُخ أُُٞذح ٌُض٤شح ؽذٝد لاهٞس١

 

 
1

1

xt

t

n

n

e
L x t

t








 

اعز٘جؾ ًض٤شح ؽذٝد لاهٞس١ 

   
!

x n
n x

n n

e d
L x x e

n dx

 

            
 

 ثشٖٛ ػلاهخ رؼبٓذ  ًض٤شح ؽذٝد لاهٞس١

   
0

1

0

x

n m

n m
e L x L x dx

n m






 


   

 

  8ثبعزخذاّ كشع كشث٤٘ٞط ثشٖٛ ؽَ ٓؼبدُخ لاهٞس١ أُظبؽجخ ك٢ ٓضبٍ  (2)

xy``+ (m+1-x)y` + ny = 0  … (1) 

  اُذاُخ أُُٞذح  إٔثشٖٛ

 
 

 
1

1(1 )

xt

t
x k k

px k p

e
t t L x

t
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 4[5] ثشٖٛ ػلاهخ اُزؼبٓذ

0



 x
k
 e

-x
Ln

k
 Lm

k
 dx =

 !

!

0

n k
n m

k

n m

 



 

   

ثشٖٛ إٔ  (3)  

1

0

 pk(s) ds = pk`(0)/k(k+1) 

 ًض٤شح ؽذٝد ٤ُغ٘ذس  صْ ٝػؼ إٔ pk(s) ؽ٤ش 

 K          pk(0)=0 كشد١ 

 K pk`(0)=0            صٝع٢

 2[4]ثشٖٛ ػلاهخ اُزؼبٓذ ُذٝاٍ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ  (4)

1

0

 pj,m(s) pk,m(s)ds = 
 

  

2 !

2 1

0

k m
n m

k k m

n m
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 انثاب انشاتع

 أنظًح انًعادلاخ انرفاضهيح الأونيح
 

 أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ 

x`` + x = 0 … (1) 

٣ٌٖٔ ط٤بؿزٜب ػ٠ِ شٌَ ٓ٘ظٞٓخ ص٘بئ٤خ ٖٓ أُؼبدلاد اُزلبػ٤ِخ الأ٤ُٝخ 

 ... 2
x y

y x

 


  
       

:-ٝثظٞسح ػبٓخ كئٕ أُؼبدُخ اُخط٤خ ا٤ُٗٞ٘خ رٌزت   

f(t, x , x` , x`` , … , x
(n)

 ) 

 ٣ٌٖٔ إٔ رظبؽ ػ٠ِ اُ٘ؾٞ ا٥ر٢

x1`   = x2 

x2`   = x3 

. 

. 

xn-1` = xn 

xn`   = g(t , x1 , x2 , … , xn ) 

 طشيقح انحزف 

ُغُٜٞخ ششػ اُطش٣وخ ع٘زطشم ُِ٘ظبّ أُزغبٗظ اُض٘بئ٢ رٝ أُؼبٓلاد اُضبثزخ 
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x` = a11x + a12y 

y` = a21x + a22y 

(1) ٓضبٍ  

ُؾَ اُ٘ظبّ  

x` = x + y   … (i) 

y` = x – y   … (ii) 

 ٗلبػَ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ُ٘ؾظَ ػ٠ِ 

x`` = x` + y` = x` + x – y = x` + x – ( x` - x ) 

x`` - 2x = 0 , 

  2 2

1 2

t tx t c e c e     

(2)ٓضبٍ   

 ُذ٣٘ب اُ٘ظبّ اُلآزغبٗظ اُض٘بئ٢ رٝ أُؼبٓلاد اُضبثزخ 

x` = 2x + y + t 

y` =  x + 2y + t
2

 

 ٗشزن أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ُ٘ؾظَ ػ٠ِ 

X`` = 2x` + y` + 1 = 2x` + (x + 2y + t
2
) + 1 

= 2x` + x + (2x` -4x –2t) + t
2
 + 1 

x`` - 4x` +3x = t
2
 –2t +1= (t-1)

2
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x(t) = c1e
t
 + c2e

3t
 + t

2
/3 +2t/9 + 11/27 

 ٝأ٣ؼب ُذ٣٘ب ٖٓ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ 

y(t) = x` - 2x – t = c1e
t
+ c2 3e

3t
 + 2t/3 +2/9 - 2c1e

t
 - 2c2e

3t
 -

2t
2
/3 - 4t/9 – 22/27 – t. 

y(t) = -c1e
t
 + c2e

3t
 - 2t

2
/3 - 7t/9 – 16/27 

 ذًاسين

 اعزخذّ ؽش٣وخ اُؾزف ُؾَ أٗظٔخ أُؼبدلاد اُزب٤ُخ

1) x` = x + 2y     , y` = 3x +2y 

2) x` = - 4x - y   ,  y` = x –2y 

3) x` = x + y      ,  y` = y  , x(0)=1 , y(o)=0 

4) x` = 8x – y    ,  y` = 4x + 12y 

5) x` = 3x + 3y +t , y` = -x – y + 1 

6) x` = 2x + y +3e
2t

 , y` = -4x + 2y + te
2t

  

 7[1] طشيقح انًحذداخ 

لاؽع إٔ  ؽَ اُ٘ظبّ اُخط٢ اُض٘بئ٢ رٝ أُؼبٓلاد اُضبثزخ ٣جذٝ شج٤ٜب ثؾَ 

أُؼبدُخ اُخط٤خ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ راد أُؼبٓلاد اُضبثزخ ٝ ػ٤ِٚ ع٘خٖٔ إٔ ؽَ 

:- اُ٘ظبّ اُخط٢ اُض٘بئ٢ أُزغبٗظ ٛٞ 

   , ,t tx y e e   

(1)ٗظش٣خ   

اُؾلإ   {x1(t),y1(t)} ,{x2(t),y2(t)} ُِ٘ظبّ اُض٘بئ٢ 



 

125 

 

11 12

21 22

x a x a y

y a x a y

  

  
 

 ٣وبٍ أٜٗٔب ٓغزولإ خط٤بً كوؾ إرا ًبٕ أُؾذد

  1 2

2 2

det 0
x y

W t
x y

 
  

 
 

 اُجشٛبٕ 

٤ٌُٖ اُؾلإ ٓغزولإ خط٤بً ٝ ُ٘لشع أٝلاً إٔ   0W t  ٕكئ  

   

1 2 2 1

1 1

2 2

1 2

1 2

x y x y

x y
c

x y

x cx

y cy



 





          

إراً اُؾلإ ؿ٤ش ٓغزو٤ِٖ ٝ ٛزا ر٘بهغ ٝ ٖٓ صْ كئٕ   0W t  

  إرا  ًبٕ اُؾلإ ؿ٤ش ٓغزو٤ِٖ كئٗٚ   0W t ٕاُ٘بؽ٤خ الأخشٟ  ُ٘لشع أ ٖٓ ٙ

٣ٞعذ صبثزبٕ ٤ُظ ًلاٛٔب طلشا  

c1x1 +c2x2 = 0 

c1y1 +c2y2 = 0 

ُذ٣٘ب  , c1≠ 0اكشع إٔ 
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1 2

1 2

2

1

1 2 1 2

2 2 2 2

0

x cx

y cy

c
c

c

W x y y x

cx y cy x

W





 

 

 



 

أ١ ٓغٔٞع خط٢ ُِؾ٤ِٖ ٛٞ أ٣ؼبً ؽَ ٣ٝظجؼ . إرا اُؾلإ ٓغزولإ, ر٘بهغ 

اُؾَ اُؼبّ ٛٞ 

{c1x1+c2x2, c1y1+c2y2} 

 ا٥ٕ لإ٣غبد ؽَ اُ٘ظبّ

11 12

21 22

x a x a y

y a x a y

  

  
 

ٗٞعذ أٝلاً أُؼبدُخ أُغبػذح  

  

     

11 12

2

21 22

11 22 12 21

2

11 22 11 22 12 21

det

0... 2

a a
D A I

a a

a a a a

a a a a a a






 

 

 
    

 

   

     

 

,  ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕ ٛ٘بُي صلاس ؽبلاد اعز٘بدا إ٠ُ إٔ عزسا أُؼبدُخ أُغبػذح
.ٌٓشس أٝ رخ٤ِ٤بٕ  

 

 ُ٘خٖٔ إٔ اُؾَ  اُغزسإ ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕ ٝ:  اُؾبُخ الأ٠ُٝ

 {x,y} = { αe
λt
, βe

λt
}  
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٣ٝظجؼ ُذ٣٘ب اُؾلإ  

 {α1e
λ1 t

, β1e
λ1t

} , {α2e
λ2 t

, β2e
λ2 t

} 

 ؽ٤ش

x` = αλe
λt
  = a11α e

λt
 + a12β e

λt
 

y` = βλ e
λt
 = a21α e

λt
 + a22β e

λt
 

e ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘ظبّ اُخط٢ 
λt

ٝ ثؼذ اُوغٔخ ػ٠ِ  

(a11 – λ)α + a12β = 0 

                                  …(3) 

 a21α+ (a22 – λ)β = 0 

 {α1,β1}ٗٞعذ , (3) ك٢ λ=λ1ثٞػغ 

 {α2,β2}ٗٞعذ , (3) ك٢ λ=λ2ثٞػغ 

{x(t),y(t)}={c1 α1e
λ1 t

 +c2 α2e
λ2 t

,c1 β1e
λ1t

 + c2 β2e
λ2 t

 } 

 (3)ٓضبٍ 

أٝعذ ؽَ اُ٘ظبّ  

x` = -x + 6y 

y` =  x – 2y 

اُؾَ 



 

128 

 

  
2

1 2

1 6
det

1 2

2 1 6 0

3 4 0

4; 1

D




 

 

 

  
  

  

    

   

  

 

كئٕ  (3)ك٢ λ1= -4  أٝلا ثٞػغ 

3 α1 + 6 β1 = 0      

α1 = -2 β1 

α1 + 2 β1 = 0    ,   

 { α1, β1} = {-2 , 1} 

λ2 = 1  ك٢ (3)  ثٞػغ صب٤ٗب   

-2 α2 + 6 β2 = 0        

  α2 - 3 β2    = 0  

{ α2 , β2} = {3,1} 

{x(t),y(t)}={-2c1e
-4 t

 + 3c2 e
 t
,c1 e

-4t
 + c2 e

t
 } 

 

 

ط اُؾَ أُوزشػ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ اُضٝ:اُؾبُخ اُضب٤ٗخ عزس ؽو٤و٢ ٌٓشس  

  

{x1,y1} = {α1e
λt
, β1e

λt
}              

................................................(4) 

{x2,y2} = {(α2+ α3t) e
λt
, (β2+ β3t)e

λt
} 
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(4)ٓضبٍ  

x` = -4x – y 

y` =  x – 2y 

 اُؾَ

  
2

1 2

4 1
det

1 2

4 2 1 0

6 9 0

3; 3

D




 

 

 

   
  

  

    

   

   

 

 

-α1 - β1 = 0 

α1 +  β1 = 0  

{α1 , β1}= {1,-1} 

{x1,y1} = {e
-3t

, -e
-3t

}  

 ػٞع اُضٝط اُضب٢ٗ ٖٓ (4) ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٖٓ أُغأُخ

 

 (α3 -3α2 - 3α3t) e
-3t

 =-4(α2 + α3 t)e
-3t

 – (β2+ β3t)e
-3t

   

 

(β3-3 β2-3β3t) e
-3t

 = (α2 + α3 t) e
-3t

 – 2(β2+ β3t)e
-3t

  

e ٝ ٓوبسٗخ أُؼبٓلاد 
-3t

 ثؼذ اُوغٔخ ػ٠ِ 

 α3 – 3α2 = -4α2 – β2 

-3α3        =  -4α3 – β3 

β3 - 3 β2 = α2- 2 β2 

-3 β3     =  α3 -2 β3 

β2 = -2 , β3 = -1 , α2 = 1 , α3 = 1 

{x2,y2} = {(1+ t) e
-3t

, (-2 - t)e
-3t

} 



 

130 

 

W(t) = 1 ٕاُؾلإ ٓغزولإ خط٤ب لأ 

 

اُغزسإ رخ٤ِ٤بٕ: اُؾبُخ اُضبُضخ  

λ1 = a + ib 

 λ2 = a – ib    ,  b  ≠ 0 

 

{x1,y1} = {α1e
(a+ib)t

, β1e
(a+ib)t

}  

                                                 … (5) 

{x2,y2} = {α2e
(a-ib)t

, β2e
(a-ib)t

}  

(3) ٖٓ ٓؼبدُخ  β2  , β3  , α2 , α3 ٣ٌٖٔ اُؾظٍٞ ػ٠ِ الأػذاد أُشًجخ 

ُزٌٖ,  ُِؾظٍٞ ػ٠ِ ؽٍِٞ ؽو٤و٤خ   

  

. α1= A1 + iA2  , β1 = B1 + iB2 

x(t) = (A1 + iA2) e
at
 (cosbt+isinbt) 

                                                       … (6) 

y(t) = (B1 + iB2) e
at
(cosbt+isinbt) 

 ٝثؼذ ػ٤ِٔخ اُؼشة ٣٘زظ 

x(t) = e
at
[(A1cosbt-A2sinbt)+i(A1sinbt+A2cosbt)] 

 

y(t) = e
at
[(B1cosbt-B2sinbt)+i(B1sinbt+B2cosbt)] 

 ٣ٝظجؼ اُؾلإ اُؾو٤و٤بٕ ٛٔب 

{x1,y1}={e
at
(A1cosbt-A2sinbt), e

at
(B1cosbt-B2sinbt)} 

 …(7)        

{x2,y2} ={e
at
(A1sinbt+A2cosbt), e

at
(B1sinbt+B2cosbt)}  

 

W(t) = e
2at

(A1B2 – A2B1) ≠ 0 … (8) 
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ٓٔب  ٣ؼ٢٘   إٔ ,    A1 B2 = A2 B1 W(t)    كئٕ   .     = 0لإٔ ُٞ كشػ٘ب إٔ    

. لإٔ ُٞ أؽذٛٔب طلش ًزُي ا٥خش ,  ٣زلاش٠  β1  B2α1=A2β1  ا٥ٕ لا α1 ٝ لا  

B2 طلش A2  لا ٣ٌٖٔ إٔ ٣زلاش٠ ؽز٠ لا ٣ظجؼ    ربكٚ  أ٣ؼب  ٝ 7 ٝ ٣ظجؼ ؽَ  

ثؼشة  أُؼبدُخ  الأ٠ُٝ  .    λ1  ٤ُغذ  رخ٤ِ٤خ  ك٢   أُؼبدُخ  الأ٠ُٝ   ٖٓ  (3)

α1   ثؼذ  اُوغٔخ  ػ٠ِ  ٝ   B2  α1 =  A2  β1 A2 ٝ  ثبعزخذاّ      ٖٓ  (3)   ك٢ 

λ1 ٓشح أخشٟ ٤ُغذ رخ٤ِ٤خ   ٣٘زظ إٔ   A2 + a12 B2 = 0 ( a11 - λ1 ) ٝ أ٣ؼب  

.  ٝ ٖٓ صْ اُؾلإ ٓغزولإ  W(t) ≠ 0 ػ٤ِٚ كئٕ أُؾذد ٝ 

(5)ٓضبٍ  

x` = 4x + y     …   (i) 

y` = -8x + 8y  …  (ii) 

D = λ
2
 – 12 λ + 40 = 0 

. λ1 = 6+2i , λ2= 6-2i 

 ٝثبُزؼ٣ٞغ ك٢ (7) ٣٘زظ 

 

{x1,y1} ={ e
6t

(A1cos2t- (1\2)A2sinbt), e
6t

(B1cos2t-3B2sin2t)} 

                                                   

{x2,y2} ={e
6t

(A1sin2t+(1\2)A2cosbt), e
6t

(B1sin2t+3B2cos2t)}  

                                      

 ثزؼ٣ٞغ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢ أُغأُخ (i) ٣٘زظ 

(2A1-2A2 - B1)cos2t – (2A1+2A2- B2)sin2t = 0 

(8A1-2B1-2B2)cos2t – (8A2+2B1-2B2)sin2t = 0 

 

 ثٔوبسٗخ أُؼبٓلاد ٗؾظَ ػ٠ِ اُضٞاثذ 

A1=1 , A2=1/2 , B1=1, B2=3. 

 ذًاسين

 أٝعذ ؽَ أٗظٔخ أُؼبدلاد اُزب٤ُخ ثطش٣وخ أُؾذداد

1) x` = 4x – 3y   ,   y` = 5x – 4y 

2) x` = -x + y     ,   y` = -5x + 3y 
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3) x` = 4x –3y   ,    y` = 8x – 6y 

4) x` = x + y      ,   y` = -x + 3y 

 

 1[6] طشيقح انًصفوفاخ

 .                          ُؾَ أٗظٔخ أُؼبدلاد اُخط٤خ أُزغبٗغخ ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ 

  ٗظبّ أُؼبدلاد اُخط٢ أُزغبٗظ                                                      

11 12

21 22

1 111 12

21 22 2
2

x a x a y

y a x a y

X AX

x xa a

a a xx

  

  

 

    
     
     

 

                                                                                  (2)ٗظش٣خ

  اُز٢ ُٜب ٓزغٜبد رار٤خ Anxnأُظلٞكخ  

φ1 , φ2 , ... , φn    eigenvectors 

                                                                            ٓظبؽجخ ُِو٤ْ اُزار٤خ 

λ1 , λ2 , ... , λn     eigenvalues 

 X` = AX                                                                 كئٕ ؽَ اُ٘ظبّ

 

  

٣ؼط٠ ثبُؼلاهخ               

 

X(t) = b1φ1
1te


+ b2φ2
2te


 + ... + bnφn
nt

e
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                                                                               (6)ٓضبٍ

 

 

1 1

2
2

1

2

1 1

2 4

0 0

10

x x

xx

x

x

     
     
     

   
       

 

 :                                                                                   اُؾَ

  

2

2

1 2

1 1
det

2 4

1 4 2 0

5 6 0

2; 3

I A





 

 

 

 
   

  

    

   

 

 

   2

1 2 1 2

1

1

2

1 1 : 0 1 1 : 0
: 2

2 2 : 0 0 0 : 0

0;

1 1
;

1 1

i I A

x x x x a

x a
a

x a


   
     

    

       

       
           

       

 

   2

1 2 1 2

1

2

2

2 1 : 0 2 1 : 0
: 3

2 1 : 0 0 0 : 0

2 0; 2

2 1 1
2 ;

2 2

ii I A

x x x x a

x a
a

x a


   
     

    

       

       
           

       

 

      2 3

1 1 2 2 1 2

1 1

1 2

t tt b t b t b e b e  
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  ٖٝٓ اُششؽ الاثزذائ٢                                                                    

 

1 2 1 2

1 2 2

2 1

2 3

2 3

: 0 : 0

2 :1 0 :1

1; 1

2

t t

t t

b b b b

b b b

b b

e e
t

e e


   
   

     

    

 
   

 

 

( 7)ٓضبٍ 

3

0 1 0

0 0 1

8 14 7

1 0

det 0 1

8 14 7

X

I A



 



 
 

  
  

 
 

   
    

 

= λ
3
 -7λ

2
 + 14λ -8 = ( λ – 1)( λ – 2)( λ -4)=0 

λ1 = 1 ,   λ2 = 2 ,  λ3 = 4 

1 2 3

1 1 1

1 , 2 , 4

1 4 16

  

     
     

       
     
     

 

X(t) = b1 φ1e
t
 + b2 φ2 e

2t
 + b3 φ3 e

4t
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  اُو٤ْ اُزار٤خ ٌٓشسح                                                     اُؾبُخ اُضب٤ٗخ 

                                                                          (  8)ٓضبٍ

x` = 3x – 18y 

y` = 2x – 9y 

  

2

1 2

3 18
det

2 9

3 3 0

3

I A





 

 

 
   

  

   

  

 

 2

1

6 18 : 0 1 3 : 0
3

2 6 : 0 0 0 : 0

3

1

I A



     
      

   

 
   

 

 

φ2   ٗٞعذٛب ٖٓ خلاٍ اُؼلاهخ  

  ( A – λI2 ) φ2 = φ1 

1

2

1

2

6 18 : 3

2 6 : 1

1 3 : 1 2

0 0 : 1

a

a

a

a
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2

2

2

1 1 2 2 1

3 3

1 2

1 2 1 2

0

1 2 1 2 3

0 0 1

t t

t t

a

a

t b e b t e

t b e b t e

 



   

  

   
     

  

  

      
        

       
 

 اُو٤ْ اُزار٤خ رخ٤ِ٤خ ٓزشاكوخ                                         :اُؾبُخ اُضبُضخ 

                                                                               (9)ٓضبٍ 

x` = 6x – y   …(i) 

y` = 5x + 4y …(ii) 

2

2

1 2

6 1
det

5 4

10 29 0

5 2 ; 5 2

I A

i i






 

 

 
   

  

   

   

 

   1 2

1

1 2 1 : 0 1 2 1 : 0
:

5 1 2 : 0 0 0 : 0

1
1 2

1 21 2

1

1 2

i i
i I A

i

a
x a

i
y ii

a

i
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   2 2

2

1 2 1 : 0 1 2 1 : 0
:

5 1 2 : 0 0 0 : 0

1
1 2

1 21 2

1

1 2

i i
i I A

i

a
x a

i
y ii

a

i





      
     

    

 
               

 

 
  

 

 

 

     

1 2

1 1 2 2

5 2 5 2

1 2

1 1

1 2 1 2

t t

i t i t

t b e b e

t b e b e
i i

   


  

 

   
    

    

 

: ٗؼَٔ ًب٥ر٢ , ُِؾظٍٞ ػ٠ِ ؽٍِٞ ؽو٤و٤خ 

   5 2 5

31 5 5

2 4

5 5

1 3

5 5

2 4

cos 2 sin 2

sin 2 cos 2

sin 2 cos 2

sin 2 cos 2

i t t

t t

t t

t t

e e t i t

ccx
e t e t

y c c

x c e t c e t

y c e t c e t


 

   
     

     

 

 

 

ِّٞع ٛبربٕ اُو٤ٔزبٕ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢ أُغأُخ صْ هبسٕ ث٤ٖ أُؼبٓلاد : ػ

5 5

1 2

1 1
sin 2 cos 2 cos 2

2 2

5 1
cos 2 sin 2 cos 2

2 2

t t

t t t
x

c e c e
y

t t t

   
    

     
         

   

 

 [2]5 
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: ؽش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ

ُؾَ  الأٗظٔخ ؿ٤ش أُزغبٗغخ ٢ٛٝ شج٤ٜخ ثطش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ  اُز٢  دسع٘بٛب 

 ُ٘لشع إٔ ؽَ ٗظبّ أُؼبدلاد أُزغبٗظ          .ك٢ ٓؼبدلاد اُشرجخ اُضب٤ٗخ

 

 

11 12

21 22

1 1 2 2

1 1 2 2

1

2

x a x a y

y a x a y

is

x c x c x

y c y c y

  

  

 

 

 

ٗظبّ أُؼبدلاد ؿ٤ش أُزغبٗظ 

 

 

 

11 12 1

21 22 2

3

x a x a y f x

y a x a y f x

   

   

                                                       

لإ٣غبد اُؾَ اُغضئ٢ 

   

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

,

4

p

p

put c u t c u t

x u x u x

y u y u y
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1 2

2 2

1

1 2

1 2

1 1

2 2

2

1 2

1 2

5

f x

f y
u

x x

y y

x f

y f
u

x x

y y

 

 

 

                                                                             (9)ٓضبٍ 

x` = y  + 1 

y` = - x + cott  

 أٝلا ٗؾَ اُ٘ظبّ أُزغبٗظ                                                              

x` =  y 

y` = -x 

2

2

1
det

1

1 0

I A

i
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1 2

1

2 2

2

1 : 0 1 : 0
:

1 : 0 0 0 : 0

1

1 : 0 1 : 0
:

1 : 0 0 0 : 0

1

i i
i I A

i

i

i i
ii I A

i

i









    
     

   

 
  
 

      
     

   

 
  

 

 

 

 

1 1 2 2

1 2

1 1

t t

it it

t b e b e

t b e b e
i i

   

 

 

   
    

   

 

 لإ٣غبد ؽٍِٞ ؽو٤و٤خ ٝ ثٔب إٔ                                                         

  e
it
 = cost + isint 

31 5 5

2 4

sin 2 cos 2t t
ccx

e t e t
y c c

   
     

     
 

  ػٖ ه٤ٔز٢                                   ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢ أُغأُخثبُزؼ٣ٞغ

x = c1 sint + c3 cost 

y = c2 sint + c4 cost 

x` = y  

c1 cost – c3sint = c2 sint + c4 cost  
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c1 = c4  ,   c3 = - c2 

1 2

2 1

1 2

sin cos

sin cos

cos sin

c cx
t t

y c c

x t t
c c

y t t

    
     

     

     
      

     

 

f1 = 1  ,   f2 = cot.t 

1

1

1 cos
det

cot sin
sec

sin cos
det

cos sin

ln cos cot

t

t t
u co t

t t

t t

u ect t

 
 
   

 
 
 

  

 

2

2

sin 1
det

cos cot

sin cos
det

cos sin

sin .cot cos 0

t

t t
u

t t

t t

t t t

u c

 
 
  

 
 
 

   

 

 

xp = u1 x1 + u2 x2  = sint ln│cosect - cott│- c cost 

yp = u1 y1 + u2 y2  = cost ln│cosect - cott│+ c sint 

X = Xc + Xp  
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 ياسينخ

 أٝعذ ؽَ الأٗظٔخ ا٥ر٤خ                                                                 

0 1 0

1) 0 0 1 0

8 14 7 1

1 0 0

2) 0 3 2

0 2 3

1 2

3) 1
1

2

te

X X

X X

X X

  
       

      

 
   
 
  

 
  
  
 

 

4)  x` = 2x – y + e
2t

 sin2t 

     y` = 4x + 2y + 2e
2t
 cos2t 

5) x` = 3x – 3y +4     

     y` = 2x – 2y – 1  
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 انثاب انخايش

 1[9] يرسهسهح فوسيش

Fourier Series  

  (1)رؼش٣ق 

 ٣ؼشف اُؼشة اُذاخ٢ِ ُِذاُز٤ٖ

  

 

     

     

, ,

, . .

p

b

a

f x g x c a b

f g f x g x dx a x b



  
 

 (  2)رؼش٣ق 

 norm functionداُخ اُجؼذ  رؼشف 

    

    

1

21
2

2

1

2
2

,

b

a

b

a

f f f f x dx

f g f x g x dx

 
   

 

 
   

 





 

 orthogonality اُزؼبٓذ   (3)رؼش٣ق 

 ٣وبٍ إٔ اُذاُز٤ٖ ٓزؼبٓذربٕ إرا ًبٕ اُؼشة اُذاخ٢ِ ُٜٔب طلش

     

     

, ,

, 0, .

p

b

a

f x g x c a b

f g f x g x dx a x b
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 normalized functionاُذاُخ أُؼ٤بس٣خ  :- (4)رؼش٣ق 

 ٣وبٍ إٔ اُذاُخ ٓؼ٤بس٣خ إرا ًبٕ 

1, .f a x b   

  orthonormalاُزؼبٓذ أُؼ٤بس١  :- (5)رؼش٣ق 

  إرا ًبa < x < bٕ ٓزؼبٓذح ػ٠ِ اُلزشح {ψn(x)}رٌٕٞ كئخ ٖٓ اُذٝاٍ 

 , 0,m n m n    

  ُزظجؼ اُلئخ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب {ψn(x)}٣ٌٖٝٔ ٓؼب٣شح اُلئخ أُزؼبٓذح 

 
 

 
 

 

; 0

0 ,
, .

1 ,

b

m n m n

a

x
x x

x

m n
dx

m n






   

  


  




 

 ( 1)ٓضبٍ 

{ψn(x)} = {sinnx} , n=1,2,3,… , 0 < x < π 

(ψm,ψn) = 
0



  sinmx sinnx dx  

= 
1

2
0



  [ cos(m- n)x – cos(m+n)x] dx 
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0

2

0 0

,

sin sin1
0

2

,

1
sin 1 cos 2

2 2

if n m

m n x m n x

m n m n

if n m

nxdx x dx



 




  
  

  



   

 

 

 
1

2

0 ,

,
,

2

,
2

2
sin

m n

n n n

n
n

n

m n

m n

nx

  


  




 




 




 

 

  

 
0 ,

,
1 ,

m n

m n

m n
 


 


 

 يرسهسهح فوسيش نجية انرًاو 

 ُزٌٖ كئخ اُذٝاٍ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب

φn(x) , n=1,2,3,… , f є cp(a,b) 

  f(x)  اُذاُخ روش٣جب ٣ٌٖٔ اُزؼج٤ش ػٖ

f(x) = 
1n





 cn φn (x)  ,  a< x < b …(1) 
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  n ة m ٣غزؾغٖ إعزجذاٍ cnُِجؾش ػٖ  

f(x) = 
1m





 cm φm (x)   

b

a

 f(x)φn (x)dx =  
1m





 cm 
b

a

 φn φm (x)  dx 

(f, φn) = 
1m





 cm(φm, φn )(x) … (3) 

   (f, φn) = cn 

(2)ٓضبٍ  

 ُزٌٖ ُذ٣٘ب كئخ اُذٝاٍ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب 

φ0 = 
1


,  φn = 

2


cosnx , 0 < x < π , n=1,2,3,… 

f(x) = c0
1


+ 

1n





 cn 
2


cosnx  ,  f(x) є cp(0,π) 

c0 = (f,φ0) = 
b

a

 f(x)φ0(x)dx =
1


 

0



 f(x)dx 

cn = (f,φn) = 
b

a

 f(x)φn(x)dx = 
2


0



 f(x)cosnxdx 

 ٝثٞػغ
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2

a = c0
1


, an = cn 

2


 

 ٌٕٗٞ هذ ٝطِ٘ب ُٔزغِغِخ كٞس٣ش ُغ٤ت اُزٔبّ 

f(x) =
2

a + 
1n





 an cosnx 

an =  
2


0



 f(x)cosnxdx  , a0= 
2


0



 f(x)dx 

(3)ٓضبٍ  

 أٝعذ ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُغ٤ت اُزٔبّ ُِذاُخ 

f(x) = sinx , 0 < x < π  

an =  
2


0



 sinx cosnxdx   

= 
1


0



 [sin(1+n)x+sin(1-n)x]dx 

= 
 

 

 

 
0

cos 1 cos 11
, 1

1 1

n n x
n

n n





   
  

  
  

= 
 

2

1 12

1

n

n
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a1 = 
1


0



 sin2x = 0 

a0 = 
2


0



 sinxdx = 
4


  

 
2

2

1 12 2
sin cos

1

n

n

x nx
n 





  
  
  

  

 1[10]يرسهسهح فوسيش نهجية                                  

 ُذ٣٘ب اُذٝاٍ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب

φn= 
2


sinnx  , 0 < x < π , n=1,2,3,… 

 ٓزغِغِخ كٞس٣ش اُز٢ رطبثن اُذاُخ

f(x) = 
1n





 cn φn (x)  ,  f(x) є cp(0,π) 

f(x) = 
1n





 cn 
2


sinnx 

cn = (f,φn) = 
2


0



 f(x)sinnx dx  

f(x) = 
1n





 bn sinnx   ,  bn =
2


0



 f(x)sinxdx 

(4)ٓضبٍ  
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 أٝعذ ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِغ٤ت ُِذاُخ 

f(x) = x ,  0 < x < π 

:اُؾَ  

bn = 
2


0



 f(x)sinnxdx = 
2


0



 x sinnxdx 

= 
2


 [-x cosnx/n+sinnx/n

2
0]
  =

 
1

2 1
n

n




  

.f(x) = 2
1n






 

1
2 1

n

n




sinnx     ,    0< x < π 

 ٓزغِغِخ كٞس٣ش اُؼبٓخ 

 ُذ٣٘ب كئخ اُذٝاٍ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب

φ0 = 
1

2
, φ2n-1 = cosnx

1


, φ2n = sinnx

1


 

f(x) є cp (-π ,π)    ,    n=1,2,3,… 

 

     2 1 2 1 2 2

0 1

2 1 2

1

cos cos

2

n n n n n n

n n

n n

n

f x c x c c c

c nx nx
c c

   

  

 

 

 







   

 
   

 

 



 


 

 c0 = (f,φ0) =
1

2





 f(x) dx 
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c2n-1 = (f,φ2n-1) = 
1







 f(x) cosnx dx 

c2n = (f,φ2n) = 
1







 f(x)sinnx dx 

 ٝإرا ٝػؼ٘ب 

a0 = 
2


 c0 , an = c2n-1

1


, bn = c2n

1


 

f(x) = 
2

a  + 
1n





 [an  cos nx + bn sin nx] 

an  = 
1







 f(x)cosnxdx 

bn  = 
1







 f(x)sinnxdx 

(5)ٓضبٍ  

 أٝعذ ٓزغِغِخ كٞس٣ش اُز٢ رطبثن اُذاُخ 

 
0 0

0

x
f x

x x





  
 

 
 

:اُؾَ  

an = 
1


 (

0



 0 cosnx dx + 
0



 xcosnx dx ) 
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    = 0 + 
 

2

1 1
n

n

 
,  n = 1,2,3,… 

a0 = 
1


0



 x dx = 
2


 

bn = 
1


 (

0



 0 sinnx dx + 
0



 xsinnx dx ) 

= 
 

1
1

n

n




   ,  n = 1,2,3,…     

f(x) = 
2

a  + 
1n





 [an  cos nx + bn sin nx] 

f(x) = 
4


+ 

1n





 [
 

2

1 1
n

n

 
cosnx + 

 
1

1
n

n




sinnx] 

 

 

 

 

 

ذًاسين 
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1)  

 كئخ ٓزؼبٓذح صْ أٝعذ اُلئخ أُزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب ُٜب cosnx ,0< x <πثشٖٛ إٔ 

2)  

ثشٖٛ إٔ اُذٝاٍ  (أ
1


sinnx  رشٌَ كئخ ٓؼ٤بس٣خ ػ٠ِ (-π,π) 

 ثشٖٛ إٔ اُذٝاٍ   (ة)

.φ0 = 
1


 , φn = 

1


cosnx , -π < x < π , n=1,2,3,… 

 رشٌَ كئخ ٓزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب

3)  

 أٌُٞٗخ ٖٓ {φn}ثشٖٛ إٔ كئخ اُذٝاٍ 

.φ0 = 
1

2
 , φ2n-1 = 

1


cosnx , φ2n = 

1


sinnx 

 π < x < π–ٓزؼبٓذح ٓؼ٤بس٣ب ػ٠ِ اُلزشح 

   

أٝعذ ٓزغِغِخ كٞس٣ش اُؼبٓخ ُِذٝاٍ (4  
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0 0
1)

1 0

0 0
2)

0

0 0
3)

sin 0

x
f x

x

x
f x

x x

x
f x

x x
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 انثاب انسادس

 انًعادلاخ انرفاضهيح انجزئيح

 أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُغضئ٤خ اُخط٤خ اُؼبٓخ ٖٓ اُشرجخ اُضب٤ٗخ رٌزت

 awxx + 2bwxy+cwyy+kwx+mwy+nw = f(x,y)   

 صائذ٣خ إرا ًبٕ , ٝ رظ٘ق ػ٠ِ إٜٗب

b
2
 – ac > 0 

 ث٤ؼب٣ٝخ إرا ًبٕ

b
2
 – ac < 0 

 هطغ ٌٓبكئ إرا ًبٕ

b
2
 – ac = 0 

رخزضٍ  x,yأُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ اُغضئ٤خ شج٤ٜخ ثبُٔؼبدُخ ٖٓ اُذسعخ اُضب٤ٗخ ك٢ 

إ٠ُ إؽذٟ اُظٞس اُو٤بع٤خ  اُزب٤ُخ ػٖ  ؽش٣ن رذ٣ٝش أُؾبٝس ثضا٣ٝخ  ظِٜب 

Tan2 φ= 2b/(a-c) 

                                        uxx – uy = 0- هطغ ٌٓبكئ-ٓؼبدُخ اُؾشاسح (1

                                     uxx – uyy = 0– هطغ صائذ – ٓؼبدُخ أُٞعخ  (2

                                 uxx + uyy =0 –هطغ ث٤ؼب١ٝ – ٓؼبدُخ لاثلاط  (3
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   Heat Equation 3[4] :-يعادنح انحشاسج

ٓؼذٍ اُزـ٤ش ك٢ دسعخ  اُؾشاسح  )): ر٘ض  هٞا٤ٖٗ اُذ٣٘ب٤ٌٓب اُؾشاس٣خ ػ٠ِ إٔ 

 ٝ ٓزٞعؾ اُؾشاسح ػ٘ذ xi رز٘بعت ٓغ اُلشم ٓب ث٤ٖ اُؾشاسح ػ٘ذ  xiػ٘ذ اُ٘وطخ 

 ثؼجبسح أخشٟ ,  ( ( xi+1,xi-1اُ٘وطز٤ٖ أُغبٝسر٤ٖ ُٜب 

ut (xi , t) = k{
1

2
 [u(xi+1,t)+u(xi-1,t)] – u(xi,t)} 

 x1 < x2 < … < xNاُ٘وبؽ  ٓزغب٣ٝخ الأثؼبد 

 ثزطج٤ن ٗظش٣خ رب٣ِٞس 

u(xi+1,t)-u(xi,t) = (xi+1-xi)ux + 
1

2
 (xi+1-xi)

2
uxx 

u(xi-1,t)-u(xi-t) = (xi-1- xi)ux  + 
1

2
 (xi-1-xi)

2
uxx 

x = xi+1 – xi ∆ 

ut(xi , t)= 
1

2
k{[u(xi+1,t)-u(xi,t)]+[u(xi-1,t)-u(xi,t)]} 

= 
1

2
k[∆x ux +

1

2
(∆x)

2
uxx - ∆x ux +

1

2
(∆x)

2
uxx ] 

.ut(xi,t) =
1

2
k(∆x)

2
.uxx =

1

2
 k (∆x)

2
uxx   
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ut = K uxx 

K = (k/2)(∆x)ؽ٤ش                      . ٢ٛٝ ٓؼبدُخ اُؾشاسح ك٢ ثؼذ ٝاؽذ 
2

 

 ك٢ ؽ٤ٖ  إٔ  ٓؼبدُخ  اُؾشاسح  ك٢  ثؼذ٣ٖ . ٣غ٠ٔ ٓؼبَٓ الإٗزشبس ُِٔبدح

ut = K(uxx + uyy ) 

 ٝك٢ صلاصخ أثؼبد

ut = K(uxx + uyy +uzz) 

ٝإرا ًبٕ اُ٘ظبّ ك٢ ؽبُخ اُٞػغ أُغزوش ؽ٤ش لا رزـ٤ش اُؾشاسح ثبُ٘غجخ ُِضٖٓ 

: ثؼذ٣ٖ ٝصلاصخ أثؼبد ػ٠ِ اُزٞا٢ُ , ٗؾظَ ػ٠ِ ٓؼبدُخ لاثلاط ك٢ ثؼذ 

Uxx = 0   ,  Uxx +Uyy = 0   ,  Uxx + Uyy + Uzz = 0 

 Wave Equation-:[11]1يعادنح انًوجح 

 ٝرش ٓشذٝد ثئؽٌبّ ث٤ٖ ٗوطز٤ٖ صبثزز٤ٖ ًٔب ٛٞ ٓج٤ٖ ك٢ اُشعْ  :اُٞرش أُٜزض

   

 y(x+∆x,t)….................................β             Tx+∆   

. y(x,t)............. .α           

             -Tx  

 

          0                               x      x+∆x                                     l 



 

157 

 

 y(x,t)  ٗؾٖ  ثظذد رؾذ٣ذ الإصاؽخ t = 0إرا  عؾت  اُٞرش صْ  أؽِن ػ٘ذ صٖٓ 

  ٖٝٓ هبٕٗٞ ٤ٗٞرٖ اُضب٢ٗ x∆ُٞطِخ ؽُٜٞب

F = ma = (m∆x)ytt … (1)  

 Tx  ٝ  Tx+∆x. ع٘لزشع  ك٢  ٓؼبدُخ  اُؾشًخ  إٔ  اُٞرش ٣زؾشى  سأع٤ب  كوؾ 

 ٝ ثٔب إٗٚ لا رٞعذ ؽشًخ ػ٠ِ (x ,x +∆x )ٛٔب ٓزغٜب  اُشذ ػ٠ِ ؽذ١ اُٞطِخ 

 أُؾٞس اُغ٢٘٤ كئٕ إؽذاص٢ اُشذ ٓزطبثوبٕ

Tx+∆xcosβ = Txcosα = T ...(2) 

ثظٞسح ٓشبثٜخ كئٕ  اُلشم ك٢ إؽذاص٢ اُشذ ٣غت إٔ ٣غب١ٝ اُوٞح ا٤ٌُِخ أُؤصشح 

كئٕ   (1)ػ٠ِ اُٞرش ٖٝٓ ٓؼبدُخ اُؾشًخ 

Tx+∆xsinβ - Txsinα = m(∆x)ytt ... (3) 

  ٗؾظَ ػ٠ِ(2) ػ٠ِ ٓب ٣٘بظشٙ ك٢ (3)ثوغٔخ ًَ ؽذ ٖٓ 

 
sin sin

cos cos

x x x
tt

x x x

T T m
x y

T T T

 

 




   

tanβ – tanα = 
m

T
∆x ytt ... (4) 

tanα = yx│x      ,  . tanβ = yx│ x+∆x  

tanβ = yx(x+∆x,t) ,  tanα = yx(x,t) 

  ػ٠ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ(4)٣ٌٖٝٔ إػبدح ًزبثخ 
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1

x
 [yx(x+∆x,t) – yx(x,t)] = 

m

T
 ytt 

lim∆x→0 
1

x
 [yx(x+∆x,t) – yx(x,t)] = lim∆x→0  

m

T
 ytt 

yxx = 
m

T
 ytt 

cٝثٞػغ 
2
 = 

T

m
  ٗؾظَ ػ٠ِ ٓؼبدُخ أُٞعخ ك٢ ثؼذ ٝاؽذ

ytt = c
2
 yxx 

 : ٓؼبدُخ أُٞعخ ك٢ ثؼذ٣ٖ  إٔك٢ ؽ٤ٖ

utt = c
2
 ( uxx + uyy ) 

 :ٓؼبدُخ أُٞعخ ك٢ صلاصخ أثؼبد 

.utt = c
2
 ( uxx + uyy + uzz ) 

 (6)ٓضبٍ 

 أٝعذ ؽَ   

ytt(x,y) = a
2
yxx(x,t) ...(1) 

 ٝكن اُششٝؽ اُؾذ٣خ 

y(x,0) = f(x)   ,   yt(x,0) = 0 ... (2) 

 ػغ :  اُؾَ 
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u x+at   ,     v = x-at     ... (3) 

 

   2

... 4

2 ... 5

t

t t
tt

tt uu uv vv

y u y v
y

u t v t

y y
y a a

u v

y a y y y

   
 
   

 
 

 

  

 

 ٝثظٞسح ٓشبثٜخ كئٕ

yxx = yuu +2 yuv + yvv ...  (6) 

yuv = yvu 

 (1) ك٢   (6),(5)ٝثبعزخذاّ 

yuv = 0 ...(7) 

yu = φ`(u)   ,   y = φ(u) + ψ(v) 

y = φ(x+at) + ψ(x-at) ... (8) 

 ٝثبعزخذاّ اُششٝؽ اُؾذ٣خ

y(x,0) =f(x) = φ(x) + ψ(x)     ...(i) 

yt(x,0) = 0 = a φ`(x) – aψ`(x) 

φ(x) – ψ(x) = c ... (ii) 

 i ٝ  iiٝثغٔغ 

2φ(x) = f(x) + c  
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 i – iiٝثطشػ 

2ψ(x) = f(x) – c 

y(x,t) =
1

2
 [f(x+at) + f(x – at)] 

 2[11]ٓغأُخ اُؾشاسح  

1) ut(x,t) = kuxx(x,t)   ,  0 < x < c ,  t > 0 

2) ux(0,t) = 0 ,    ux(c,t) = 0 ,     t > 0 

3) u(x,0) = f(x)   ,  0 < x < c 

 :- اُؾَ 

 ع٘جؾش ػٖ اُؾَ أُ٘لظَ ػ٠ِ اُظٞسح 

.u = X(x) T(t)   ,      X ≠ 0  ,  T ≠ 0 

X(x) T`(t) = k X``(x) T(t) 

 

 

 

 

T t X x

kT t X x


 
    

ؽ٤ش ٗؾظَ . لا ٣ٌٖٔ إٔ  ٣زغبٟٝ ؽشكب أُؼبدُخ إلا إرا ًبٗب ٣غب٣ٝب ٓوذاس صبثذ 

ػ٠ِ أُؼبدُز٤ٖ  

4) X``(x) + λX(x) = 0 

    T(t)X`(0) = 0 , X`(0) = 0 



 

161 

 

    T(t)X`(c) = 0 , X`(c) = 0 

5) T`(t) + λkT(t) = 0 

ه٤ْ  ؽو٤و٤خ  ُٝذ٣٘ب   λ  ٣غت إٔ رأخز (4)ُِؾظٍٞ ػ٠ِ  ؽٍِٞ ؽو٤و٤خ  ُِٔغأُخ  

 الاؽزٔبلاد اُزب٤ُخ

(i) λ = 0  

X``(x) = 0  

 X(x) = Ax+B 

X`(0) = 0 , X(c) = 0  

 A = 0 

X0(x) = B = 1/2      ...  (6) 

   (ii) λ > 0   ,   λ = α
2
 (α > 0) 

X``(x) + α
2
X(x) = 0 

X(x) = c1cosαx + c2sinαx 

X`(x) = - c1αsinαx + c2 αcosαx 

ٖٝٓ اُششٝؽ اُؾذ٣خ 

 X`(0) = 0  

 c2 = 0 
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X`(c) = 0 , c1αsinαc = 0 = 

 α =
n

c


, c1≠0 …(7) 

   ... 8
cosn x

X x
c


                     

(iii) λ < 0 ,      λ = - α
2
 (α > 0 ) 

X``(x) – α
2
X(x) = 0 

X(x) = c1e
αx

 + c2e
-αx

 

X`(x) = c1αe
αx

 – c2 αe
-αx

 

X`(0) = 0  

 c2 = c1  

X(x) = c1(e
αx

 + e
-αx

) = 2 c1 coshαx 

X`(c) = 0  

 c1sinhαc = 0 

0 < x < c  

  sinhαc = 
1

2
 (e

αc
 – e

-αc
)  ≠ 0 

c1 = 0 ,      X(x) = 0  ,  λ < 0 ... (9) 



 

163 

 

(5)ػٞدح ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ   

T`(t) + λkT(t) = 0  

 ٝؽِٜب

T(t) = e
-λkt

 

λ = 0 

 T0 (t) = 1 

λ = α
2
   

 λn = (
n

c


)

2
  ,  n = 1,2,3,... 

Tn(t) = e
-(nπ/c)²kt

 ...  (10) 

u0(x,t) = X0(x)T0(t) = 
1

2
... (11) 

un(x,t) = Xn(x)Tn(t) = cos

2
n

kt
cn x

e
c




 
 
  e

-(nπ/c)²kt
 ... (12) 

 ٖٝٓ ٓزغِغِخ كٞس٣ش                                                         

u(x,t) = 
1

2
a0+ 

1n





 an 

2
n

kt
cn x

e
c




 
 
  cos

n x

c


 

 ٖٝٓ اُششؽ اُؾذ١  (3)                                                        
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u(x,0) = f(x) = 
1

2
a0+ 

1n





 ancos
n x

c


        

an = 
2

c
 

0

c

 f(x)cos
n x

c


 dx    ,  n = 0,1,2,3,... 

(7)ٓضبٍ  

ػغ                                                           , ك٢ ٓغأُخ اُؾشاسح اُغبثوخ 

               c = 1 ,  f(x) = x  ,  0 ≤ x ≤ 1  

a0 = 2 
1

0

 xdx = 1 

an = 2 
1

0

 xcosnπxdx = 2 
 

2

1 1
n

n

 
 

.u(x,t) = 
1

2
  + 2 

1n






 

2

1 1
n

n

 
 

2
n

kt
cn x

e
c




 
 
  cosnπx 

 3[11]ٓغأُخ أُٞعخ

1) ytt (x,t) = a
2
 yxx(x,t)  ,   0 < x < c  ,  t > 0 

2) y(0,t) = 0   ,   y(c,t) = 0   ,   yt (x,0) = 0 

3) y(x,0) = f(x)    ,   0  ≤ x ≤ c 

ع٘لزشع اُؾَ أُ٘لظَ : اُؾَ   

.y(x,t) = X(x)T(t)  
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4) X``(x) + λX(x) = 0   ,  X(0) = X(c) = 0 

5) T``(t) + λ a
2
T(t) = 0   ,     T`(0) = 0 

(4)ُؾَ ٓؼبدُخ   

(i) λ = 0   ,   X``(x) = 0 

X(x) = A(x) + B  

y(0,t) = 0, B = 0 

X0(x) = 0 

y(c,t) = 0, A = 0 

 (ii) λ > 0 ,  λ = α
2
  

X(x) = c1cosαx + c2sinαx 

X(0) = c1cosαx = 0  ,   c1 = 0 

X(c) = c2sinαc = 0   ,   α = 
n

c


,   c2 ≠ 0 …(6) 

Xn(x) = sin
n x

c


        …  (7) 

 (iii) λ < 0  ,  λ = - α
2
  

X(x) = c1e
αx

 + c2e
-αx 

X(0) = c1 + c2=0 , c1 = - c2  
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X(c) = 2 c1 sinhαc = 0 

c1 = 0   ,   X(x) = 0 

ٝ ُو٤ْ  (5)ُؾَ ٓؼبدُخ   

λn = α
2
 = 

2
n

c

 
 
 

  

T``(t) + (
n at

c


)

2
 T(t) = 0  ,   T`(0) = 0 

T(t) = c1 cos
n at

c


 + c2 sin

n at

c


 

T`(0) = 0 , c2 = 0  

Tn(t) = cos
n at

c


 

yn = Xn(x)Tn(t) = sin
n x

c


 cos

n at

c


 

y = 
1n





 bnyn = 
1n





 bn sin
n x

c


 cos

n at

c


 

y(x,0) = f(x) = 
1n





 bn sin
n x

c


                                             

bn = 
2

c
 

0

c

 f(x) sin
n x

c


dx 
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(8)ٓضبٍ  

ػغ, ك٢ ٓغأُخ أُٞعخ اُغبثوخ   

f(x) = x  ٝ  c = π  

 bn= 
2


 

0



  x sinnxdx 

 
2


 [-

1

n
xcosnx + 

2

1

n
sinnx

0]
 

= 2
1

n
 (- 1 )

n+1
 

y = 
1n





  2
1

n
 (- 1 )

n+1
 sin

n x

c


cos

n at

c


 

( 9)ٓضبٍ   

1) ut (x,t) = k uxx(x,t)  ,  0 < x < π   ,  t > 0 

2) u(0,t) = 0    ,  u(π,t) = u0 ,   u(x,0) = 0 

: اُؾَ   

 لا ٗغزط٤غ ٓجبششح كظَ أُزـ٤شاد ُٞعٞد ششؽ ؽذ١ لا ٓزغبٗظ

u(π,t) = u0  

  ُزغبٝص ٛزا أُأصم ٌٗزت 
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u (x,t) = U(x,t) + φ(x) 

( 1)ٝثبُزؼ٣ٞغ ك٢   

ut = k[Uxx + φ``(x)]    ... (3) 

 ُزظجؼ اُششٝؽ 

U(0,t) + φ(0) = 0 

U(π,t) + φ(π) = u0  

U(x,0) + φ(x) = 0 

 ُٝ٘لشع ا٥ٕ إٔ 

φ`` (x) = 0  

φ(0)    = 0   ... (4) 

φ(π)    = u0  

 ٛزا ٣ؤد١ إ٠ُ إٔ 

φ(x) = Ax + B = 
u

x

   

f(x) = - 
u

x

  

  ٝػ٤ِٚ كئٕ U رؾون

Ut = kUxx   
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U(0,t) = U(π,t)            ... (5) 

U(x,0) = - φ(x) = f(x) 

 ٢ٛٝ ٓزغبٗغخ ٝ ؽِٜب 

U(x,t) = X(x) T(t) 

X`` (x) + λX(x) = 0 

X(0) = 0  ,  X(π) = 0 

λn = n
2
   ,    Xn(x) = sinnx 

T`(t) + λkT(t) = 0 

Tn(t) = e
-n²kt

 

U(x,t) = 
1n





  bn XnTn 

          =  
1n





  bn sinnx e
-n²kt

  

U(x,0) = f(x) =  
1n





  bn sinnx 

bn = 
2


 

0



 f(x) sinnx dx 

 ُذ٣٘ب ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِغ٤ت ُِذاُخ
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x = 
1n





  2
1

n
 (- 1 )

n+1
 sinnx 

f(x) = -φ(x) = - 
u

x

  = - 

u


  

1n





  2
1

n
 (- 1 )

n+1
 sinnx 

bn = -
2


 

0




u


  2

1

n
 (- 1 )

n+1
sin

2
nx dx = 

 
1

n
 (- 1 )

n
 
u




 
2


 

0



  (1- cos2nx) dx 

= 
1

n
 2 (- 1 )

n
 
u




  

U(x,t) = 2
u


  

1n






1

n
 (- 1 )

n
 e

-n²kt
 sinnx 

u(x,t) = U(x,t) + φ(x) 

u(x,t) = 2
u


  

1n






1

n
 (- 1 )

n+1
 (1- e

-n²kt
 )sinnx 

(10)ٓضبٍ   

1) ytt (x,t) =yxx + A sinwt  

0 < x < 1   ,   t > 0 

2) y(0,t) =0   ,    y(1,t) = 0 

3) y(x,0) = 0  ,   yt(x,0) = 0 
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 اُؾَ 

 إرا ًبٕ A = 0 كئٕ اُؾَ

y = 
1n





 bn sinnπx 

 ٝأعٞح ثطش٣وخ رـ٤٤ش اُضٞاثذ ع٘جؾش ػٖ اُؾَ ػ٠ِ اُظٞسح

y = 
1n





  nB t  sinnπx   ...  (4) 

 ؽ٤ش  ُذ٣٘ب  ٖٓ  ٓزغِغِخ  كٞس٣ش  ُِغ٤ت Bn  ٢ٛ اُضٞاثذ  اُز٢ ٣زؼ٤ٖ رؾذ٣ذٛب

1 = 
1n





 2
 1 1

n

n

 
sinnπx 

A = 
1n





 2A
 1 1

n

n

 
sinnπx 

(1)ك٢   (4)ٝ A ٖػٞع ػ 

     

 

2

1 1

1

sin sin

1 1
2 sin sin

n n

n n

n

n

B t n x n B t n x

A n x wt
n

  




 

 





  

 


 



 

Bn``(t) + (nπ)
2
Bn(t) =  2A

 1 1
n

n

 
sinwt  ... (5) 

Bn(0) = 0  ,  B`n(0) = 0 
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Bn(t) = c1cosnπt + c2 sinnπt 

Bn(t) = 0 صٝع٢ كئٕ  ػذد ؽج٤ؼ٢   n ٕإرا ًب 

 ثو٢ كوؾ إٔ ٗجؾش ػٖBn(t) ك٢ ؽبُخ n كشد١

  ػغ   wn = (2n-1)π  ُزظجؼ ٓؼبدُخ (5)                            

B2n-1``(t) + w
2
B2n-1(t) = 4A 

1

nw
sinwt 

B2n-1(0) = 0  ,  B`2n-1(0) = 0 

  أٝ ثؼجبسح أخشٟ

Y``(t) + a
2
Y(t) = b sinwt 

Y(0) = 0  ,  Y`(0) =0 

Y = Yc + Yp  ٝؽِٜب                                                                  

Yc = c1 cosat + c2 sinat 

Yp = 2 2

b

a w
sinwt      ,       a ≠ w -    رٔش٣ٖ-   

Y = c1 cosat + c2 sinat +
2 2

b

a w
sinwt       

Y(0) = 0 , c1 = 0 

Y`(0) =0 , c2 = 
w

a
 

2 2

b

a w
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Y(t) = 
2 2

b

a w
 (

w

a
 sinat – sinwt) 

y(t) = 
1n






 2 2

4 sin n

n n

A w x

w w w
 [

n

w

w
sinwnt – sinwt ] 

 الإؽذاص٤بد أُغزط٤ِخ

The Dirichlet Problem 

(11)ٓضبٍ  

  ُزٌٖ u(x,y)   داُخ سر٤جخ داخَ ٓغبٍ ٓغزط٤َ

                   x ≤ a   ,    0 ≤ y ≤ b ≥ 0        ثؾ٤ش إٔ  

1) uxx + uyy = 0 , 0 < x < a   ,    0 < y < b                   

2) u(0,y) = 0   ,       u(a,y) = 0  ,  0 < y < b 

3) u(x,0) = f(x)  ,    u(x,b) = 0  , 0 < x < a 

ع٘لزشع اُؾَ أُ٘لظَ : اُؾَ   

u(x,y) = X(x) Y(y)  

4) X`` + λX = 0 

    X(0) = 0 ,  X(a) = 0  

5) Y`` - λY = 0 
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    Y(b) = 0 

 ٖٓ ٓغأُخ أُٞعخ كئٕ ؽَ (4)

λn = 
2

n

a

 
 
 

  ,  Xn = sin
n x

a


   ,   n = 1,2,3,... 

  ٞٛ  ٝؽَ (5)

Yn(y) = c1 e
(nπ/a)y

 + c2 e
-(nπ/a)y

 

Yn(b) = c1 e
(nπ/a)b

 + c2 e
-(nπ/a)b

 = 0 

c2 = - c1 e
2nπb/a

 

Yn(y) = c1[e
(nπ/a)y

 - e
(nπ/a)(2b-y)

] 

 ُ٘خزبس

c1 = -
1

2
e

-nπb/a
 

Yn(y) = 
1

2
 [e

(nπ/a)(b-y)
 – e

-(nπ/a)(b-y)
]  

          = sinh 
1

a
nπ(b-y) 

 u(x,y) = 
1n





 Bn sinh 
1

a
nπ(b-y) sin

n x

a


 

f(x) = 
1n





  Bn sinh 
1

a
nπb sin

n x

a
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f(x) = 
1n





 bn sin
n x

a


 

bn = Bn sinh 
1

a
nπb = 2.

1

a
 

0

a

 f(x) sin
n x

a


dx 

Bn  =   (1 \ a sinh 
1

a
nπb)  

0

a

 f(x) sin
n x

a


 dx                        

 ذًاسين

1) ut(x,t) = kuxx(x,t)   ,  0 < x < π    ,   t > 0 

    u(0,t) = 0   ,   u(π,t) = 0  ,  u(x,0) = sinx 

 ثشٖٛ إٔ اُؾَ

    u(x,t) = e
-kt

 sinx 

2) ytt(x,t) = yxx(x,t) + A sinwt  ,    0 < x < 1  , t > 0 

    Y(0,t) = 0     ,     Y(1,t) = 0 

     Y(x,0) = 0   ,      Yt(x,0) = 0 

 إرا ًبٕ a = w. ك٢ اُؾَ اُخبص ثشٖٛ إٔ

Y(t) =  b 
1

a
 (

1

a
sinat – t cosat ) 

3) ut(x,t) = kuxx(x,t) + q0    ,  0 < x < π  ,  t > 0 
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u(0,t) = 0  ,   u(π,t) = 0   ,    u(x,0) = f(x) = 0 

4) ut = kuxx    

.u(0,t) = 0   ,   ux(π,t) 0   ,   u(x,0) = f(x) 
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انثاب انساتع 

                            اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد اُوطج٤خ 4[11]

Lablacian in Polar Coordinate  

2

2 2

1

cos , sin

tan

xx yyu u u

x y

x y

y

x

   



 

  

 

 



 

2

2

2 2

1 1

0 0

xx yyu u u u u u

u u u u

  

  

 

 

     

     
   

(   1)ٓضبٍ 

(1) ρ
2
uρρ + ρuρ + uθθ = o  

(2) u (ρ,o) = o u (ρ,π) = o  ; 1<ρ<b 

(3) u (1,θ) = o u (b,θ) = uo  ; o<θ<π 

  u=R(p)ф(θ)ػغ                                                    : اُؾَ 

(4) ρ
2
R

̏
 + ρR

̀ 
- λR = o  ;R(1) = o 

(5) φ
 ̏
(θ) + λφ(θ) = o  ; φ(o) =o ;φ(π) =o  

ؽ٤ش, اُجبة اُغبثغ,ًٔب ك٢ ٓغأُخ أُٞعخ  -   ٝؽَ ٓؼبدُخ (5)

 ٞٛ -:  c = π 
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λn = (
n

c


)

2
  = n

2
 ,  φn = sin nθ , n= 1,2,3,... 

 ٓؼبدُخ (4) ٢ٛ ٓؼبدُخ ًٞش٢ ٝ ٓؼبدُزٜب أُغبػذح 

r
2
 + (a-1)r + b = 0  

r
2
 – n

2
 = 0  

R(ρ) = c1ρ
n
 + c2ρ

-n
 

R(1) = 0 , c1 = - c2 

R = ρ
n
 - ρ

-n
 

u(ρ,θ) = 
1n





 Bn (ρ
n
 - ρ

-n
) sin nθ 

u0 = 
1n





 Bn (b
n
 - b

-n
) sin nθ 

 ٢ٛٝ ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِغ٤ت ؽ٤ش            

Bn (b
n
 - b

-n
) = 

2
u




0



 sin nθ dθ 

= 
2

u




 1 1
n

n

 
 

u(ρ,θ) =  
 

1

1 12
sin

n n n

n n
n

u n
n b b
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ط٤ـخ ثٞاعٕٞ اُزٌب٤ِٓخ   (2)ٓضبٍ [12]1 

0 < ρ < 1                                             ٓزظِخ ٝ ٓؾذٝدح ػ٠ِ u(ρ,θ) 

1) ρ
2
uρρ + ρuρ + uθθ = o , 0 < ρ < 1 ,-π < θ < π  

2) u(1,θ) = f(θ)  ,   -π < θ < π 

3) φ(-π) = φ(π) ,   φ`(-π) = φ`(π) 

ػغ: اُؾَ  

u(ρ,θ) = R(ρ) φ(θ) 

4) ρ
2
R

̏
 + ρR

̀ 
- λR = o , 0 < ρ < 1 

5) φ
 ̏
(θ) + λφ(θ) = o    

φ(-π) = φ(π) ,   φ`(-π) = φ`(π) 

ؽ٤ش, اُجبة اُغبثغ,ًٔب ك٢ ٓغأُخ اُؾشاسح -   ٝؽَ ٓؼبدُخ (5)

 ٞٛ  c = π 

λ0 = 0  ,  λn = (
n

c


)

2
 = n

2
  

φ0 = 1/2   ,    φn = ancosnθ + bnsinnθ  , n = 1,2,3,... 

 ٓؼبدُخ (4) ٢ٛ ٓؼبدُخ ًٞش٢ ٝ ٓؼبدُزٜب أُغبػذح 

r
2
 + (a-1)r + b = 0  
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r
2
 – λ = 0 , λ=0 , r

2
=0   

R0(ρ) = Aρ
r
 + Bρ

r
lnρ 

 ٝثٔب إٔ ρ < 1 > 0 كئٕ ∞-→lnρ  ػ٘ذٓب ρ→0 . ٝثٔب إٔ 

 u(ρ,θ) = R(ρ) φ(θ)  ٓؾذٝدح ٣غت إٔ  B = 0 ٣ٝجو٠

R0 = A = 1 

λ = n
2
 , r

2
 – n

2
 = 0 

R(ρ) = c1ρ
n
 + c2ρ

-n
 

  ٝأ٣ؼب لإٔ اُذاُخ ٓؾذٝدح ٣غت إٔ c2 = 0. لإٔ 

Rn(ρ) = ρ
n
ρ ػ٘ذٓب ρ→0 ٝرظجؼ 

-n
→-∞ 

. u(ρ,θ) = R(ρ) φ(θ)= 
2

a +
1n





 ρ
n
(ancosnθ + bnsinnθ) 

an = 
1


 




 f(Ψ)cosnΨdΨ  

bn = 
1


 




  f(Ψ)sinnΨdΨ 

 ُِٝٞطٍٞ إ٠ُ ط٤ـخ ثٞاعٕٞ اُزٌب٤ِٓخ

u(ρ,θ) =
1

2





 f(Ψ)dΨ+
1n





 ρ
n
 

1


cosnθ  





 f(Ψ)cosnΨdΨ 
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1n





 ρ
n 1


 sinnθ  





 f(Ψ)sinnΨdΨ 

= 
1







 f(Ψ)[ 
1

2
+

1n





 ρ
n
(cosnθcosnΨ+sinnθsinnΨ)]dΨ 

=  
1


 




 f(Ψ)[ 
1

2
+

1n





 ρ
n
 cosn(θ-Ψ)]dΨ 

- رٔش٣ٖ - ٌُٖ  

1n





 r
n
cosnθ = 

2

2

cos

1 2 cos

r r

r r







 
 

u(ρ,θ)= 
1







 f(Ψ)[ 
1

2
+

 

 

2

2

cos

1 2 cos

   

   

 

  
]dΨ 

u(ρ,θ)= 
21

2











 

  21 2 cos

f d 

     
 

 اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد الأعطٞا٤ٗخ 4[4]

The Laplacian In Cylinderical Coordinates:- 

 zالإؽذاص٤بد الأعطٞا٤ٗخ ٢ٛ آزذاد ُلإؽذاص٤بد اُوطج٤خ كوؾ ثئػبكخ اُجؼذ اُضبُش 


2
u = uxx + uyy + uzz  

   ٝثبُزؼ٣ٞغ ػٖ ه٤ٔخ اُلاثلاط اُوطج٢
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2

2

1 1
xx yyu u u u u u  

 
      

 ٗؾظَ ػ٠ِ اُلاثلاط الأعطٞا٢ٗ

2

2

1 1
xx yy zz zzu u u u u u u u  

 
        

 (  4)ٓضبٍ

 إرا ًبٗذ اُؾشاسح رغش١ ك٢ الأعطٞاٗخ .  عش٣بٕ اُؾشاسح ك٢ أعطٞاٗخ ٓ٘ز٤ٜخ 

0 < z < c   ,  -π ≤ θ ≤ π  ,  0 ≤ ρ < ρmax 

ut = k 
2
u 

ًٝؾبُخ خبطخ إرا إكزشػ٘ب ؽبُخ اُٞػغ أُغزوش أ١ إٔ ٓؼبدُخ اُؾشاسح لارؼزٔذ 

 ٗؾظَ ػ٠ِ ٓؼبدُخ لاثلاط, ػ٠ِ اُضٖٓ 


2
u =  ρ

2
uρρ + ρuρ + uθθ  + ρ

2
uzz = o  ... (1) 

u(ρ,θ,0) = 0   ,    u(ρ,θ,c) = 0          ...     (2) 

 ُ٘لشع اُؾٍِٞ أُ٘لظِخ

u(ρ,θ,z) = R(ρ)φ(θ)Z(z) 

   211R R Z

R Z

 



  
  


 

 ٝثبعزخذاّ صٞاثذ ُِلظَ ًبُؼبدح ٗؾظَ ػ٠ِ



 

183 

 

3) φ``(θ) + μφ(θ)   = 0 

φ(-π) = φ(π)  

φ`(-π) = φ`(π)  

φ(θ) = Acosmθ + Bsinmθ  ,    μ = m
2

 

 4) Z`` + rZ = 0    ,    Z(0) = Z(c) = 0 

Z(z) = sin(nπz/c)    ,    r = (nπ/c)
2
  ,  n = 1,2,3,... 

                   

5) R`` + (1/ρ)R` - [ r + μ/ρ
2
 ]R = 0 

 R`` + (1/ρ)R` - [(nπ/c)
2
 + m

2
/ρ

2
] = 0 

 ٝؽِٜب داُخ ثغَ أُؾغ٘خ 

R(ρ) = Im(nπρ\c)   ,   m = 0,1,2,3,... 

. u(ρ,θ,z) = Im(nπρ\c) (Acosmθ + Bsinmθ) sin(nπz/c) 

 (5)ٓضبٍ

 أٝعذ ؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط ك٢ الأعطٞاٗخ أُ٘ز٤ٜخ

0 < ρ < ρmax  ,    0 < z < c 

 ٝاُز٢ رؾون اُششٝؽ

u(ρmax,θ,z) = 1 
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u(ρ,θ,0) = 0 

u(ρ,θ,c) = 0 

 :-اُؾَ

 ٣ٝظجؼ m=0 ٣ٌل٢ إٔ ٗؼغ θثٔب إٕ اُششٝؽ اُؾذ٣خ لا رؼزٔذ ػ٠ِ 

اُؾَ 

u(ρ,z) = 
1n





  AnI0(nπρ\c)sin(nπz\c) 

1 =  
1n





  AnI0(nπρmax\c )sin(nπz\c)   ...(i) 

 ُٝذ٣٘ب ٓزغِغِخ كٞس٣ش ُِذاُخ

.f(z) = 1 ,   0 < z < c 

 ٢ٛ ًب٥ر٢

1 = 
1


 

:n odd




1

n
 sin(nπz/c)        ... (ii) 

 ٖٓٝ(i) ٝ (ii) ٗؾظَ ػ٠ِ  
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max

: max

4

sin4
,

n

n odd

A
n

nI
c

n z c I n c
u z

n
nI

c




 







 
 
 


 
 
 









 

 اُلاثلاط ك٢ الإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ 5[4] 

The Laplacian In Spherical Coordinates:- 

x = ρ sinθ cosφ 

y = ρ sinθ sinφ 

z = ρ cosθ 

 ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ الإؽذاص٤بد اُوطج٤خ 

uxx + uyy = uρρ + (1/ρ)uρ + (1/ρ
2
)uφφ  ... (i) 

 (ρ,φ) ٖٓ (x,y)ؽ٤ش ٣ٌٖٔ إ٣غبد 

x = ρcosφ  ,  y = ρsinφ 

 (r,θ) ٖٓ (z,ρ)ٝ ثظٞسح ٓشبثٜخ ٣ٌٖٔ إ٣غبد 

ρ = r sinθ   , z = r cosθ 

.  
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uzz + uρρ = urr + (1/r)ur + (1/r
2
)uθθ  ... (ii) 

  ٣٘زظ (ii) إ٠ُ (i)ثئػبكخ 

uxx+uyy+uzz= urr+(1/r)ur+(1/r
2
)uθθ+(1/ρ)uρ +(1/ρ

2
)uφφ 

ٌُٖ 

uρ = ur 
r






 + uθ 








 + uφ 








 

 اُزؾ٣َٞ ٖٓ الإؽذاص٤بد الأعطٞا٤ٗخ إ٠ُ اٌُش٣ٝخ

r = (ρ
2
 + z

2
)

1/2
  ,  θ = tan

-1
(ρ/z)   ,   φ = φ 

cos
,..., ,..., 0

cos
r

r

r r

u u u
r r

 

   

  

 

  
  

  

 
 


2
u = urr + 

2

r
ur + 

2

1

r
 (uθθ + cotθ uθ + cosec

2
θ uφφ) 

 (5)ٓضبٍ

 ٝإٔ ؽشاسح اُغطؼ داُخ دٝس٣خ ك٢ cإرا كشػ٘ب إٔ الأسع ًشح ٗظق هطشٛب 

 :اُضٖٓ أ١ إٔ 

ut = k
2
u  ,   0 < t < ∞ , 0 ≤ x

2
+y

2
+z

2
 < c

2
 

u(x,y,z,t) = u0(t)  , 0 < t < ∞ , x
2
+y

2
+z

2
 = c

2
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:-اُؾَ  

 ٗغزؼ٤ٖ ثبلإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ ٝ ٗجؾش ػٖ اُؾَ 

u = u(r,t) 

ut = k[urr + (2/r)ur] ,  0 < t < ∞ , 0 ≤ r < c 

 ٣ٌٖٝٔ إٔ رخزضٍ ٛزٙ أُغأُخ إ٠ُ ٓؼبدُخ اُؾشاسح راد اُجؼذ اُٞاؽذ

 ثبعزخذاّ اُذاُخ اُغذ٣ذح

w(r,t) = r u(r,t) 

wt = r ut    

wr = r ur + u  

 wrr = r urr + 2ur 

  ٝثؼذ ػشة ٓؼبدُخ اُؾشاسح ك٢  r رظجؼ أُغأُخ  

.wt = k wrr   ,  t > 0 ,  0 ≤ r < c 

.w(c,t) =  c u0(t)  ,   t > 0 

.w(0,t) = 0         ,   t > 0 

.w(r,0) = 0    , 0 ≤ r < c 

(  9)ٝأعٞح ثٔغأُخ اُؾشاسح راد اُششٝؽ اُؾذ٣خ ؿ٤ش أُزغبٗغخ ٓضبٍ 

 ك٢ اُجبة اُغبدط
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w(r,t) = W(r,t) + φ(r) 

wt = k [ Wrr + φ``(r) ] 

W(0,t) + φ(0) = 0 

W(c,t) + φ(c) = c u0 

W(r,0) + φ(r) = 0 

 ٖٝٓ ؽبُخ اُٞػغ أُغزوش كئٕ 

.φ`` = 0 ,  φ(0) = 0  ,  φ(c) = c u0  

 :-ٝرظجؼ أُغأُخ ٓزغبٗغخ ػ٠ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ 

Wt = k Wrr  

W(0,t) = 0   ,    W(c,t) = 0 

W(r,t) = R(r) T(t) 

(i) R``(r) + λR(r) = 0     ,  R(0) = R(c) = 0 

(ii) T`(t) + λk T(t) = 0  

0 < r < c , λn = (nπ/c)
2

 

 R(r) = sin(nπr/c) 

T(t) = e
-(nπ/c)²kt

 

W(r,t)  = ∑ bn e
-(nπ/c)²kt

 sin(nπr/c) 
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φ``(r) = 0  

 φ = Ar + B  

 φ(r)= u0 r 

W(r,0) = - φ(r) = - u0 r = f(r) 

 ُٝذ٣٘ب ٖٓ ٓلٌٞى كٞس٣ش 

r =
1n





  2
1

n
 (- 1 )

n+1
 sin nr   

.bn = 
0

2
c

c 
f(r) sinnr dr = 2

u

n

  (- 1 )
n+1

  

W(r,t) = φ(r) + w(r,t) 

= u0 [r + 
1n





 2
1

n
 (- 1 )

n+1
 sin nr  e

-(nπ/c)²kt
   

u(r,t) =
1

r
 w(r,t) 

 ٓلاؽظخ 

 ثبعزخذاّ الإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ أُزٔبصِخ رظجؼ ٓؼبدُخ أُٞعخ

utt = a
2
( urr +2 

1

r
ur ) 

 صْ ٗؾُٜٞب إ٠ُ ٓؼبدُخ أُٞعخ راد اُجؼذ اُٞاؽذ ثبعزخذاّ اُزؾ٣َٞ 
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.w(r,t) = r u(r,t) 

 ُزظجؼ 

.wtt = a
2
 wrr 

 (6)ٓضبٍ

1) utt = a
2
 

2
u  ,  0 ≤ r < c 

2) u(r,0) = D    ,     ut(r,0) = 0 

3) u(c,t) = 0     ,     u(0,t)  = 0 

 رزؾٍٞ إ٠ُ ٓؼبدُخ ٓٞعخ راد ثؼذ ٝاؽذ

4) wtt = a
2
 wrr  ,  0 ≤ r < c 

5) w(r,0) = rD ,   wt(r,0) = 0 

6) w(c,t) = 0   ,   w(0,t)  = 0 

 ع٘لزشع اُؾَ أُ٘لظَ

w(r,t) = R(r) T(t) 

R``(r) + λR(r) = 0   ,   R(0) = R(c) = 0 

Rn(r) = sin(nπr/c) 

T``(t) + λa
2
T(t) = 0   ,  T`(0) = 0 

Tn(t) = cos(nπat/c) 



 

191 

 

w = 
1n





  bn sin(nπr/c)cos(nπat/c) 

bn = 
0

2
c

c 
f(r) sin(nπr/c) dr 

f(r) = Dr =
2


 D

1m






1

m
 (- 1 )

n+1
sin(mπr/c) 

bn = D
2



1

n
 (-1)

n+1

0

2
c

c 
sin

2
(nπr/c) dr 

bn = D
2



1

n
 (-1)

n+1
 

w(r,t) = D
2

 1n






1

n
 (-1)

n+1
sin(nπr/c)cos(nπat/c) 

u(r,t) = 
1

r
 w(r,t) 
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  (7)ٓضبٍ

 ٓؼبدُخ اُؾشاسح- اٝلأ-              ُذ٣٘ب


2
u=urr+2

1

r
ur+ 2

1

r
 (uθθ+cotθuθ+ cosec

2
θuφφ)=kut 

 ٝثلشع اُؾٍِٞ أُ٘لظِخ

.u(r,θ,φ,t) = R(r)Ψ(θ)Ф(φ)T(t) … (1) 

1

R
 [R``(r) + 2 

1

r
R(r)] +

 2

1

r 
 [Ψ``(θ) + cotθΨ`(θ)] 

+
 

 

 

 
 

2

2

cos .
0... 2

ec T t

r kT t

 




 


  

 ٝ ٖٓ صْ t ك٢ ؽ٤ٖ ٣ؼزٔذ اُؾذ الأخ٤ش ػ٠ِ tاُؾذٝد اُضلاصخ الأ٠ُٝ لا رؼزٔذ ػ٠ِ 

 λكٜٞ صبثذ ٗغ٤ٔٚ 

T`(t) + λkT(t) = 0 

 T(t) = e
-λkt

 … (3) 

r ك٢ (2)ثؼشة 
2

 r ٗشٟ إٔ اُؾذ٣ٖ اُضب٢ٗ ٝاُضبُش لا ٣ؼزٔذإ ػ٠ِ 

 μ-ٝٗذخَ صبثذ اُلظَ 

 
   

 

 
 

2cos .1
cot 4

ec  
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sin ك٢  (4)ثؼشة 
2
θ ٗشٟ إٔ اُؾذ 

 

 








    θ  لا ٣ؼزٔذ ػ٠ِ 

   ν– ٗذخَ صبثذ اُلظَ 

Ф``(φ) + ν Ф(φ) = 0 … (5) 

Ф(-π) = Ф(π)  , Ф`(-π) = Ф`(π) 

Ф(φ) = Acosmφ + Bsinmφ  ,  ν=m
2
 , m=1,2,3,… 

Ψ``(θ) + cotθΨ`(θ)+(μ – νcosec
2
θ)Ψ(θ) = 0 

 ٢ٛٝ ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ ٝ ؽِٜب ٛٞ 

Pk,m(cosθ) = sin
m
θPk

(m)
(cosθ) , μ=k(k+1) 

 ٝ ٗؾظَ ػ٠ِ أُؼبدُخ   r ٣ؼزٔذ كوؾ ػ٠ِ  (2)أخ٤شا ٓب رجو٠ ٖٓ 

 R``(r) + 2 
1

r
R`(r) + (λ – 

2

1

r
μ )R(r) = 0   

 ٝؽِٜب داُخ ثغَ اٌُش٣ٝخ

R(r) = Jk(r) = (π/2r)
1/2

Jk+1(r)   ,   λ > 0 

R``(r) + 2
1

r
R` - 

2

1

r
k(k+1) R = 0   ,  λ = 0 

 ٝؽِٜب 

R(r) = r
k
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ٛٔب – داخَ اٌُشح – ٣ٝظجؼ ؽَ ٓؼبدُزب اُؾشاسح ٝلاثلاط 

u(r,θ,φ,t)=Jk(r)Pk,m(cosθ)(Acosmφ+Bsinmφ)e
-λkt

 ;λ>0   

u(r,θ,φ) =r
k
Pk,m(cosθ)( Acosmφ + Bsinmφ) ; λ=0 

 لاؽع 

R(r) = A1r
k
 + A2r

-(k+1)
 

 A2=0 ٣غت إٔ ٣ٌٕٞ r=0ٝ ٤ٌُٕٞ اُؾَ ٓؼشف ػ٘ذ 

 صب٤ٗب ثبُ٘غجخ ُٔؼبدُخ أُٞعخ 


2
u = c

2
utt 

 رظجؼ (3)ٝالاخزلاف ث٤ٜ٘ب ٝث٤ٖ ٓؼبدُخ أُٞعخ ٣٘ؾظش كوؾ ك٢ إٔ 

T``(t) + c
2
λT(t) = 0 

T(t) = C cosct√λ + D sinct√λ 

 ٤ُظجؼ اُؾَ اُؼبّ ٛٞ

u(r,θ,φ,t)=Jk(r)Pk,m(cosθ)(Acosmφ+Bsinmφ).  

 (C cosct√λ+Dsinct√λ) 

 اُششٝؽ اُؾذ٣خ ػ٠ِ اٌُشح 

 إرا ًبٗذ 


2
u = 0  ;   0 ≤ r ≤ a 
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 داخَ اٌُشح رؾون اُششؽ اُؾذ١

u(a,θ) = G(θ) 

-  ٝ ٣ظجؼ اُؾَ m=0 ٝاػؼ إٔ   φٝثٔب إٔ اُششؽ اُؾذ١ لا ٣ؼزٔذ ػ٠ِ 

   :A2=0 ٣غت إٔ ٣ٌٕٞ ٤ُٝr=0ٌٕٞ اُؾَ ٓؼشف ػ٘ذ 

 u(r,θ) = ∑Bk r
k
 Pk(cosθ) 

 ٖٝٓ رؼبٓذ دٝاٍ ٤ُغ٘ذس 

  
0



 u(a,θ)Pk(cosθ)sinθdθ=  

Bka
k
 

0



 Pk
2
(cosθ)sinθdθ = Bka

k
 

2

2 1k 
 

Bk =
0

2 1

2 k

k

a



  G(θ)Pk(cosθ)sinθdθ 

 (8)ٓضبٍ

  اُز١ ٣ؾونr ≤ a ≥ 0أٝعذ ؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط ػ٠ِ اٌُشح 

u(a,θ) = 1     ;    0 < θ < π/2 

u(a,θ) = 0     ;    π/2 < θ < π 

 ,u(rصْ ثشٖٛ إٔ                                                              
1

2
π) = 

1

2
 

 اُؾَ
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Bk = 
0

2 1

2 k

k

a



 Pk(cosθ)sinθdθ 

 
2 1

2
k k

k
B

a




 

 

0

1

kP

k k




   , k = 1,2,3,... 

B0 = 
1

2
   ,       

u(r,θ) = 
1

2
 + ∑(r/a)

k 2 1

2 k

k

a

  

 

0

1

kP

k k




 Pk(cosθ) 

   ٌُٖk كشد١ Pk(0) = 0     

.     k صٝع٢ Pk`(0) = 0   

u(r, 
1

2
π) = 

1

2
 

 ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب  ًٔغٔٞع  G(θ)أؽ٤بٗب  ٣ٌٖٔ إٔ  ٗزؾبش٠ اُزٌبَٓ إرا  ًبٗذ اُذاُخ

ٌُض٤شاد ؽذٝد ٤ُغ٘ذس 

 (9)ٓضبٍ

  ٝاُز٢ رؾونr ≤ a ≥0 ؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط ػ٠ِ اٌُشح   u(r,θ)أٝعذ

u(a,θ)=1+3cosθ+3cos
2
θ                                         

 :اُؾَ

u(a,θ)=G(θ)=2+3cosθ+3cos
2
θ-1 
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               =2P0(cosθ)+3P1(cosθ)+2P2(cosθ) 

 ٣ٝظجؼ ؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط

u(r,θ) = 2(r/a)
2
P2(cosθ)+3(r/a)P1(cosθ)+2P0(cosθ) 

 اُششٝؽ اُؾذ٣خ خبسط اٌُشح 

إرا أسدٗب اُؾَ كوؾ خبسط اٌُشح كئٕ رؾ٤َِ أُؼبدُخ اُوطش٣خ ٣غٔؼ ُ٘ب ثبخز٤بس 

 r→0ؽَ ٓؼبدُخ ثغَ اُضب٢ٗ ٝ اُز١ ٣ظجؼ لاٜٗبئ٢ ػ٘ذٓب 

ٛزٙ اُذاُخ رٌزت 

R(r) = nk(r√λ)  ,  λ > 0 

٣R(r) = rٌٖٔ إٔ ٗخزبس 
-(k+1)

 ٝ رظجؼ اُؾٍِٞ أُ٘لظِخ ُٔؼبدُز٢ اُؾشاسح  

  ٛٔب-r ≠ 0 –ٝلاثلاط 

u(r,θ,φ,t)=nk(r√λ) Pk,m(cosθ)(Acosmφ+Bsinmφ)e
-λkt

 

λ≠0  

 u(r,θ,φ,t)=r
-(k+1)

 Pk,m(cosθ)(Acosmφ+Bsinmφ) ;  λ=0 

 ٝؽٍِٞ ٓؼبدُخ أُٞعخ 

u(r,θ,φ,t)=nk(r√λ) Pk,m(cosθ)(Acosmφ+Bsinmφ). 

 (C cosct√λ + D sinct√λ) 

 ٝؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط خبسط اٌُشح 
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u(r,θ,φ)= 
0 0

k

k m



 

 r
-(k+1)

Pk,m(cosθ)(Akmcosmφ+Bkm  sinmφ ) 

 (10)ٓضبٍ

 ٝ اُز٢ رؾون  r = aأٝعذ ؽَ ٓؼبدُخ لاثلاط خبسط اٌُشح  

 u(a,θ) = 1   ,   0 < θ < π 

 u(a,θ) = 0   , π/2 < θ < π 

 ٗأخز اُؾٍِٞ أُ٘لظِخ ؽ٤ش  φثٔب إٔ اُششؽ اُؾذ١ لا ٣ؼزٔذ ػ٠ِ : اُؾَ 

 m = 0-:  

 u(r,θ) = 
1k





 Akr
-(k+1)

Pk(cosθ) 

 u(a,θ)ٓلٌٞى ٤ُغ٘ذس ُِذاُخ 

u(a,θ) = 
1

2
 + 

1k





  
 

2 1

2 1

k

k k




 0kP   Pk(cosθ) 

 ٣ٝظجؼ اُؾَ أُطِٞة

u(r,θ) = 
2

a

r
 + 

1k





 (a/r)
k+1

 
 

2 1

2 1

k

k k




 0kP   Pk(cosθ) 
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 1[13]ٓؼبدُخ ششٝدٗغش أُٞع٤خ ػ٠ِ الإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ

 ٓؼبدُخ أُٞعخ 

[
2

2

h

m
 

2
 + V(r) ]u(r) = Eu(r) 

 رٌزت ٝكن الإؽذاص٤بد اٌُش٣ٝخ  ٓزٔبصِخ ؽبهخ اُغٜذ 

   
2 2

2

2 2 2 2

1 1 1
sin ... 1

2 sin sin

h
r u V r u Eu

m r r r r r


    

        
        

        
 

 ٗغزخذّ اُؾٍِٞ أُ٘لظِخ ُِغضئ٤ٖ اُضا١ٝ ٝ اُوطش١

.u(r,θ,φ) = R(r) Y(θ,φ) 

   
2

2

2 2 2

1 2 1 1 1
sin ... 2

sin sin

d dR mr Y Y
r E V r

R dr dr h Y


    

       
                

 

  ُ٘ؾظَ ػ٠ِ أُؼبدُز٤ٖ λصْ ٗغزخذّ صبثذ اُلظَ 

 اُوطش٣خ, أٝلاً 

   2

2 2

1 2
0... 3

d dR mr
r E V r R

R dr dr h r

   
        

   
 

 اُضا٣ٝخ, صب٤ٗبً 

 
2

2 2

1 1
sin 0... 4

sin sin

Y Y
Y 

    

    
    

    
 

 ν ٝصبثذ اُلظَ Y(θ,φ) = ψ(θ)Φ(φ) رلُظَ ًب٥ر٢      (4)أُؼبدُخ 
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 5) 
2

2

d

d


+ νΦ = 0   

            { Ae
iνφ/2

 + B e
-iνφ/2

 ,   ν≠0 

Φ(φ) = 

            {A + Bφ                ,   ν=0 

 : ν رُي ٣زطِت إ ٗخزبس [0,2π] ٓزظِزبٕ خلاٍ  ٢ٌُΦ`ٝ Φ رٌٕٞ 

Φm(φ) = (2π)
-1/2

e
imφ

  … (6) 

(2π)ٝإخز٤بس اُضبثذ 
-1/2

 φ ٓزؼبٓذح ػ٠ِ ٓذٟ Φ ؽز٠ رظجؼ 

 ٝأُؼبدُخ 

 2

1
sin 0... 7

sin sin

d d

d d

 
 

   

    
      

    
 

ν = mػغ    
2

 ٝ s = cosθ ٝ ψ(θ) = P(s) 

 s < 1 > 1- ٓؼبدُخ ٤ُغ٘ذس أُظبؽجخ   (7)ُزظجؼ 

  
  

         

2
2

2
1 0...(8)

1

d dP m
s P

ds ds s
 

  -λ = k(k+1)– ٝؽِٜب 

Pk,m(s) = (1-s
2
)

│m│/2
 Pk

(m)
(s) 

  ٝا٥خش لاs = ±1اؽذ اُؾلإ ٓ٘ز٢ٜ ػ٘ذ 
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  ؽ٤ش ρ = αrُؾَ أُؼبدُخ اُوطش٣خ ػغ  

α = [2m(V0 - │E│)/ћ
2
]

1/2
   ,   r < a 

 r < a داخَ اٌُشح  (3)ُزظجؼ  

 
 2

2 2

12
1 0

k kd R dR
R

d d   

 
    

 
 = 0    

 ρ = 0 أُ٘زظٔخ ػ٘ذ Jk(ρ)ٝؽِٜب داُخ ثغَ اٌُش٣ٝخ  

R(ρ)  = Jk(ρ) = (π/2ρ)
1/2

     ,    λ > 0 

 ٣ٌٕٞ    ٗخزبس اُؾَ ا٥خش ُٔؼبدُخ  ثغَ اُزr > a١ٝ إرا  أسدٗب  اُؾَ خبسع٤ب  

 ρ/1أ١ ٓ٘ز٢ٜ ػ٘ذ  , ρ→0لاٜٗبئ٢ ػ٘ذ  

  اٌُش٣ٝخNeumann-  -٣ٝظجؼ اُؾَ داُخ ٤ٗٞٓبٕ 

R(ρ) = nk(ρ) = (-1)
k+1

(π/2ρ)
1/2

J-(k+1/2)(ρ)    ,   λ > 0 

 اُذٝاٍ اٌُش٣ٝخ اُشر٤جخ

 أُؼبدُخ اُضا٣ٝخ 

Y(θ,φ) = ψ(θ)Φ(φ)  …   (4) 

 ٝاُز٢ كظِ٘بٛب إ٠ُ أُؼبدُز٤ٖ

 ٝ ؽِٜب (5)

Φ(φ) = e
imφ

    ,   ║Φ(φ)║ = √(2π) 
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  ٝ ؽِٜب (6)ٝأُؼبدُخ 

ψ(θ) = Pk,m(cosθ)    

 ║ψ(θ)║ = ║Pk,m(cosθ)║ =[2(k+m)!/(2k+1)(k-m)!]
1/2

 

  Y(θ,φ)ٝٗؾظَ ػ٠ِ رؼبٓذ 

 y(θ,φ) = Y(θ,φ)\ ║Y(θ,φ)║  =   ψ(θ).Φ(φ)\ ║ψ(θ)║║Φ(φ)║  

y(θ,φ) =  Pk,m (cosθ)    e
imφ

\√(2π).√[(2/2k+1)(k+m)!/(k-m)!]  

y(θ,φ) = √[(2k+1)(k-m)!] Pk,m(cosθ)e
imφ

 \ √[ 4 π (k + m)! ] 

y0,0 = 1   ,  y1,0 = cosθ  ,  y1,1 = sinθe
-iθ

 

y2,0=1.5cos
2
θ-1/2, y2,1= 3sinθcosθe

iθ
,y2,2 =3sin

2
θe

2iθ
 



 

203 

 

 

اُظ٤ؾ  اُزٌب٤ِٓخ ُِغ٤ت ٝاُغزب 

ُذ٣٘ب ٖٓ اُظ٤ـخ الإخزضا٤ُخ ُِزٌبَٓ  

 

 

11

, 2 ,

sin cos 1
sin cos

nm
m n

n m m n

x x m
x xdx I

m n m n






   

  

اُؾَ 

 

 

 

 

1

1

1 1 1 1

1 1 1 12

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

sin cos sin cos cos

sin cos sin

sin cos sin cos

sin cos 1 sin sin cos

sin cos sin cos sin cos

sin cos sin cos

p q p q

p q

p q p q

p q p q

p q p q p q

p q p q

x x p x x x

q x x x

p x x q x x

p x x x q x x

p x p x q x x

p x x p q x x





   

   

     

   






 

  

  

  

 

ثظٞسٙ أخشٟ 

     1 11 1sin cos sin cos

sin cos

p pq q

p q

p x xdx p q x xdx

x c

  
 

 

  

    p = m – 1  ٝ     q = n + 1 ػغ

     

   

2

1 1

1 1

1 sin cos sin cos

sin cos

sin cos sin cos

m n m n

m n

mm n n

m x xdx m n x xdx

x x

m n x xdx x x
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2

1 1

2

1 1

, 2 ,

1 sin cos

sin cos
sin cos

1
sin cos

sin cos 1

m n

m n
m n

m n

m n

n m m n

m x xdx

x x
x xdx

m n
m

x xdx
m n

x x m

m n m n



 



 



 












   

 






 

: اُظ٤ـخ  الأ٠ُٝ

 

   

 


 


2 ,2 2 2

2 ! 2 !

2 ! ! !2
h k h k

h k

h h k k 

ثٞػغ  2 , 2m h n k 

   
 




   

 
2 1 2 1

2 2
2 ,2 2 2 ,2

sin cos 2 1
sin cos 1

2 2 2 2

h k
h k

h k h k

x x h
x xdx I

h k h k

   





   


2 2

2 ,2 2 2 ,2

0

2 1
sin cos 0 2

2 2
h k

h k h k

h
x xdx I

h k
 

 

 

 

 

 



 

205 

 

( 1)خبط٤خ 

 

 

      

 























2

0

1.3.5... 2 1
cos

2.4.6...2

1.3.5... 2 1

2 1.2.3...

1. 2 .3. 4 .5... 2 1 2

2 ! 2.4.6...2

2 !

2 !2 !

k

k

k

k k

k
xdx

k

k

k

k k

k k

k

k k

 

 


  
  

 


2

2

0

2
cos 3

2
k

k

k
xdx

k
 

 

    

    

    

    

  

    

  

   




   



      
   

      
   

 
 

   

 
 

 

2 ,2 2 2 ,2

0,2

0,2

0,2

0,2

2 1
...

2 2

2 1 2 3 ... 2 2 1

2 2 2 2 2 ... 2 2

2 1 2 3 ... 2 2 1

2 2 2 2 2 ... 2 2

2 1 2 3 ...3.1

2 1 ... 1

2 1 2 3 ...3.1. !

2 ! 2 2 ...4.2

h k h k

k

k

kh

kh

h
I

h k

h h h h

h k h k k

h h h h

h k h k k

h h

h k h k k

h h k

h k h
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0,2

0,2

0,22

2
0,2

0

2 ,2 2 2

2 ,2 2 2

2 ! !

2 !2 2 2 ...4.2

2 ! !

2 !2 1 ...2.1

2 ! !

2 ! !

2 !
cos

2 !2 !

2 ! ! 2 !

2 ! ! 2 !!

2 ! ! 2 !

2 ! ! 2 !!

kh

kh h

kh

k
k k k

h k h k

h k h k

h k

h k h h

h k

h k h h

h k

h k h

k
xdx

k k

h k k

h k h k k

h k k

h k h k k

 

   

 
 


 


2 ,2 2 2

2 ! 2 !
4

2 ! ! !2
h k h k

h k

h h k k
 

 

Example (1) : 

 

   

 



 




  
 


3 3

6 6

6 6 10

6 ! 6 !
sin cos

2 3! 3 3 !3!2

6 5 4 5

2 3!2 2

x xdx
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(: 2)خبط٤خ 

 

 


   
    

   

2 1
! ! ! 5

2 2

n n n
n 

(: 3)خبط٤خ 

 

 كشد١ nك٢ ؽبُخ 

                               

 

 

 

 

 

 










 

  













2

0

2

2 1
0,2 1

0

2.4.6... 1
cos

1.3.5...

2.4.6... 2
cos

1.3.5... 2 1

2 . !2.4.6... 2

1.2.3...2 . 2 1

2 . !.2 !

2 1 !

n
n

k
k

k

k k

n
I xdx

n

k
I xdx

k

k k

k k

k k

k

 

 
  



2

0,2 1

2 . !. !
6

2 1 !

k

k

k k
I

k
 

  اُظ٤ـخ  اُضب٤ٗخ

 
2

2 ,2 1

(2 )!( )! !2
7

( !)(2 2 1)!

k

h k

h h k K
I

h h k
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: اُجشٛــــــبٕ 

12;2212;2
122

12





 khkh I

kh

h
I 

)32)...(122)(122(

1.3)...32)(12( )12.(0








kkhkh

Ihh k 

)32)...(22)(122(!2

)42)...(222)(22()!2( )12.(0








kkhkhh

Ikkhkhh
h

k 

!)!122(!.2

)!22)(42)...(222)(22()!2( )12.(0

kkhh

Ikkkhkhh
h

k







 

)!12(

!!22

12,0



k

kk
I

k

k                                                                           

               

 ٌُٖ

)!12(!)!122(!

!!2)!12()!()!2( 2

12;2





kkkhh

kkkkhh
I

k

kh 

)!122(!

2!)!()!2( 2






khh

kkhh k

 

Example (2) : 

dx
3

2

0

4 cossin



 

!2!7

2!1!3!4 2

3,4 I 
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32

2

2!4567

4123!4





 

: انصيغح  انثانثح 

dxI kh

kh  




2
2

0

12

2,12 cossin



 

)!122(!

!2)!()!2( 2

2;12





khk

hkhk
I

h

kh   

  :اُجشٛـــــــــبٕ 

: اٗطلاهب ٖٓ اُظ٤ـخ الا٠ُٝ 

khkh
kkhh

kh

I
222;2

2!)!(!2

)!2(
2

)!2(






 

kh
kh

k
khh

kh

I
212

2;12

2!)!
2

122
()!

2

12
(2

)!2(
2

)!12(












 

: كبٕ  (2)ٖٝٓ خبط٤خ 

!2

)!12(
)!

2

12
(

12 h

hh
h




 
 

)!(2

)122(
)!

2

122
(

122 kh

khkh
kh 
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انصيغح انثانثح   

)!122(!

!2)!()!2( 2

2;12





khk

hkhk
I

h

kh 

Example (3) : 

dxI  
67

2

0

cossin



 

2h+1=7   2k=6 

3003

8

78910111213
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: Beta Function اُظ٤ـخ اُشاثؼخ 
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:  اُجشٛــــــــبٕ 
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: كبٕ  (2)ٖٝٓ خبط٤خ 
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 ٝاػؼ إ اُظ٤ـخ اُشاثؼخ رٌبكئ ٝرزٌٜٖ ثذاُخ ث٤زب  :ٗز٤غخ 
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x=sin          ػـــــــــغ:اُؾَ 
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